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บทคัดย่อ 
 

ได้ประยุกต์ใช้สโตแคสติกเพ่ือวิเคราะห์การแผ่ของโฟตอนในสถานะเก่ียวพันกันในวงแหวนสั่น
พ้องแพนด้า โดยใช้ตัวแทนของโฟตอนอยู่ในรูปแบบของสถานะบีบอัด และยังได้ศึกษาการผลิตโฟตอน
สถานะเก่ียวพันกันจากกระบวนการผสมคลืน่แสงสี่แบบเพ่ือการประยุกต์ใช้ในระบบสารสนเทศเชิง
ควอนตัม และยังได้ศึกษาสัญญาณรบกวนท่ีเกิดจากผลของอุณหภูมิที่เกิดข้ึนในระบบด้วย อีกท้ังยังได้
เสนอสมการความสัมพันธ์สเปกตรัมในรูปแบบเชิงวิเคราะห์ ผลที่ได้พบว่ามีความเหมาะสมท่ีจะได้นําวง
แหวนดังกล่าวไปออกแบบเพ่ือบรรจุเป็นช้ินส่วนของหน่วยประมวลผลระดับควอนตัมของควอนตัม
คอมพิวเตอร์ได้ 
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Abstract 
 

The stochastic process and the squeezed state representation of photons was 
applied to study the propagation of the entangled photons produced in a nonlinear 
micro PANDA ring resonator. The four-wave mixing process for generating entangled 
photon is also analyzed to get the stochastic equation of motion of the entangled 
photon states.  The external spectrum correlation for entangled photon generation is 
also achieved in analytic form. The results are appropriate to be a quantum processing 
device to use in quantum computer.  
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บทท่ี 1 
บทนํา 

 

1.1 ความสําคญัและที่มาของปัญหาที่ทําการวิจัย 

วงแหวนสั่นพ้องแพนด้านับว่าเป็นสิ่งประดิษฐ์ที่มีประโยชน์มากทั้งในด้านการส่ือสารระยะไกล
ด้วยระบบเส้นใยแก้วนําแสง และด้านเทคโนโลยีการประดิษฐ์ตัวตรวจรู้เพ่ือประยุกต์ใช้ในการดักจับ
อะตอมหรือโมเลกุลของสสารได้อย่างแม่นยํายาวนานย่ิง และเป็นวิธีการสร้างสถานะคิวบิตจากอะตอม
ที่ดีเย่ียมอีกวิธีหน่ึงเพ่ือนําไปใช้ในการประมวลผลในซีพียูของควอนตัมคอมพิวเตอร์และเทคโนโลยีการ
สื่อสารเชิงควอนตัมในอนาคตต่อไปได้อย่างคุ้มค่าย่ิง  การเพ่ิมประสิทธิภาพการดักจับอะตอมหรือ
โมเลกุลของวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าจึงมีความสําคัญและจําเป็นอย่างย่ิง เพราะเป็นเครื่องมือที่มีต้นทุน
ตํ่าแต่มีประสิทธิภาพในการใช้งานสูงมาก พกพาสะดวก และมีขนาดเล็ก  ดังน้ัน ประเด็นหลักของการ
เพ่ิมประสิทธิภาพการดักจับอะตอม คือ การเพ่ิมอัตราการเกิดขึ้นของโฟตอนโมดของห้องการสะท้อน
แสง (WGM) หรือกล่าวอีกนัยหน่ึง คือ การเพ่ิมขึ้นของอัตราการเกิดของอันตรกิริยาระหว่างโฟตอน    
โมดของสัญญาณขาเข้าและโมเลกุลที่ไม่ตอบสนองต่อสนามไฟฟ้าแบบเชิงเส้นของวงแหวนสั่นพ้อง
แพนด้าน่ันเอง ดังน้ัน สถานะโฟตอนจากกระบวนการน้ีจึงสามารถอธิบายด้วยสถานะบีบอัดได้ ซึ่ง
เกิดขึ้นร่วมกับสมบัติทางจุลภาคของเส้นใยแก้วนําแสง พฤติกรรมที่โฟตอนแสดงออกสอดคล้องกับ
ทฤษฎีทางสถิติที่ขึ้นกับเวลา ดังน้ัน วิธีการของสโตแคสติกจึงเหมาะที่จะนํามาประยุกต์ใช้ได้กับ
กรณีศึกษาเหล่าน้ี 
 
1.2 วัตถุประสงคข์องโครงการวิจัย 

เพ่ือศึกษาสถานะบีบอัดของโฟตอนในวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าด้วยการประยุกต์ใช้วิธีการสโต
แคสติก 

1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย 

1.3.1 ศึกษาเฉพาะสถานะบีบอัดของโฟตอนเท่าน้ัน เพราะเป็นสถานะที่เกิดจากอันตรกิริยา 
        ระหว่างโฟตอนและตัวกลางไม่เชิงเส้นนอนพาราเมตริก (3)χ    
1.3.2 ศึกษาวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า เพียง 1 คู่  

1.4 ทฤษฎี สมมุติฐานและกรอบแนวความคิดของโครงการวิจัย 

สมมติฐานของการวิจัย คือ วงแหวนสั่นพ้องแพนด้าให้โมด WGM ที่มีเกรเดียนท์ ของ
สนามไฟฟ้าที่มีขนาดเข้มข้นและสามารถดักจับอนุภาคที่มีโพลาไรเซชันได้  

1.5 ประโยชนท์ี่คาดว่าจะได้รับ  

ด้านวิชาการ ใช้ประกอบการเรียนการสอน ต่อยอดเชิงวิจัย 

1.6 แผนการถ่ายทอดเทคโนโลยีหรือผลการวิจัยสู่กลุ่มเป้าหมาย 

1.6.1 เผยแพร ่ตีพิมพ์ผลงานการวิจัยในวารสารวิชาการ 



2 
 

1.6.2 สอนบรรยายให้แก่นักศึกษา มทร.พระนคร หรือ สถาบันอุดมศึกษาอ่ืน หรือภาคอุตสาหกรรม 
ที่ให้ความสนใจ 



 
 

บทท่ี 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวข้อง 

 
2.1 บทนาํ 

ถึงแม้ว่า ดิแรก (P. A. M. Dirac) ได้ค้นพบทฤษฎีควอนตัมของการแผ่รังสีแล้วก็ตาม แต่การ
อธิบายปรากฏการณ์ต่างๆของแสงส่วนใหญใ่นขณะนั้นยังอยู่ในกรอบของทฤษฎีกึ่งแผนเดิม ซึ่งแสง
ประพฤติตัวตามแบบของทฤษฎีสนามไฟฟ้าแผนเดิม ต่อมา หยวน (H. P. Yuen) ได้นําแนวคิดของ
สถานะบีบอัดเข้ามาใช้และสถานะดังกล่าวสามารถผลิตขึน้มาได้โดยใช้กระบวนการขยายสัญญาณแบบ
พาราเมตริกซ์สถานะซ้ําซ้อน สถานะบีบอัดจึงเป็นอีกรูปแบบหน่ึงของแสงที่แสดงให้ทราบว่าสถานะของ
แสงไม่ใช่สถานะแบบด้ังเดิมอีกต่อไป เน่ืองจากสถานะบีบอัดมีประโยชน์ทั้งต่อการประยุกต์ใช้ในการ
สื่อสารเชิงแสงและการตรวจวัดการแผ่รังสีความโน้มถ่วงเป็นอย่างมาก ดังน้ัน จึงมีการทดลองจํานวน
มากพยายามผลิตสถานะบีบอัด และในปี ค.ศ. 1986 สลัชเชอร์ (R. E. Slusher) และคณะ ประสบ
ความสําเร็จในการผลิตสถานะบีบอัดโดยใช้การขยายสัญญาณแบบพาราเมตริกซ์โดยใช้ดายเลเซอร์ ข้อดี
ของสถานะบีบอัด คือ การมีสญัญาณรบกวนในควอเดรเจอร์หน่ึงของสนามไฟฟ้าตํ่ากว่าสถานะ
สุญญากาศมาก โดยในปี ค.ศ. 2006 ก็สามารถผลิตระดับความเข้มการบีบอัดเพ่ิมขึ้นได้ถึง 7 dB จากการ
สั่นแกว่งแบบพาราเมตริกซ์ย่อยของการกระตุ้นตํ่าสุด 

สถานะบีบอัดสุญญากาศได้แสดงภาพลักษณ์ของแสงเชิงควอนตัมออกมาจํานวนมาก และ
ลําแสงสหสัมพันธ์แบบ EPR ก็ถูกผลิตขึ้นตามมาได้อย่างสําเร็จโดยอาศัยการเหลื่อมซ้อนทับกันของ
ลําแสงสองลําซึ่งเกิดจากการกระตุ้นผลึกไมเ่ชิงเส้น โดยต่อมาลําแสง EPR ได้เข้ามามีบทบาทอย่างมาก
ในการเคลื่อนย้ายสถานะทางควอนตัม ในปี ค.ศ. 1998 ฟูรุซาวา (A. Furusawa) และคณะประสบ
ผลสําเร็จอย่างงดงามในการทดลองเพ่ืออธิบายการเคลื่อนย้ายสถานะควอนตัมของแสง เช่นเดียวกันกับ
กลุ่มของบรอนสไตน์ (S. L. Braunstein) ก็ได้พัฒนาทฤษฎีสารสนเทศเชิงควอนตัมของตัวแปรต่อเน่ือง
ขึ้นมาซึ่งสถานะบีบอัดสุญญากาศถูกใช้งานเพ่ือเป็นตัวนําพาข้อมูลสารสนเทศระหว่างผู้รับและผู้ส่ง 

คุณสมบัติทีส่ําคัญอย่างหน่ึงของแสงเลเซอร ์ คือ ความมรีะเบียบแบบอาพันธ์ซึ่งมักใช้เป็น
ตัวกลางการประยุกต์ใช้ที่สําคัญ คือ เพ่ือใหเ้กิดการสะท้อนของโฟตอนหรือโฟตอนเอ็คโค การเตรียมสาร
ไดอิเล็กตริกโมเมนต์ที่มีความพร้อมเพรียงสูงสําหรับสารท่ัวไปทําได้โดยยิงพัลส์แรกของแสงเลเซอรใ์ส่
สารเพ่ือทําให้เกิดการเปลี่ยนเฟสหลังจากน้ันยิงพัลส์เลเซอร์ชุดที่สองตามมาแล้วสารก็เกิดการ
ปลดปล่อยเอ็คโคโฟตอนออกมา ซึ่งแนวคิดนี้ได้มาจากสปินเอ็คโคในแมก็นีโตเรโซแนนซ์ ซึ่งเก่ียวข้องกับ
การเกิดความพร้อมเพรียงของสปินในสนามแม่เหล็ก สมการบล็อคเชิงแสงแสดงความสมนัยระหว่างได
โพลของอะตอมที่เกิดจากการยิงลําแสงเลเซอร์เข้าไปเหน่ียวนํา และการกระตุ้นการเหน่ียวนําสปินโดย
สนามแม่เหล็ก 
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2.2 ทฤษฎีควอนตัมของแสงเบื้องต้น 

นักฟิสิกส์ชาวอังกฤษ ช่ือ เจมส์ เคลิก แม็กซเ์วลล์ (James Clerk Maxwell) ค.ศ. 1831–1879 
เป็นบุคคลคนแรกที่ทํานายการมีอยู่ของสมการคลื่นสนามแม่เหล็กไฟฟ้าในสุญญากาศ ณ ตําแหน่ง 

( , , )x y z=r  และ เวลา t  โดยเขียนได้ว่า  

 
2 2

2 2 2

1( , ) ( , )t t
c t

∂ ∂
=

∂ ∂
A r A r

r
  (1) 

โดยที่  
 ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )t t t+ −= +A r A r A r   (2) 

เรียกว่า ศักย์เวกเตอร์ (Vector Potential) โดยที่ ( )*( ) ( )( , ) ( , )t t+ −=A r A r  โดย สนามไฟฟ้า ( , )tE r  

มีความสัมพันธ์กับ ศักย์เวกเตอร์ ( , )tA r  คือ 

 ( , ) ( , )t t
t
∂

= −
∂

E r A r   (3) 

สนามแม่เหล็ก ( , )tB r  มีความสัมพันธ์กับ ศักย์เวกเตอร์ คือ 
 0( , ) ( , ) ( , )t t tμ= = ∇×B r H r A r   (4) 

สมการ (1) มีผลเฉลยในรูป 

 
1/2

† *

0

ˆ ˆ( , ) [ ( ) ( ) ].
2

k ki t i t
k k k k

k k

t a e a eω ω

ω ε
−⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑A r u r u r=   (5) 

เมื่อความสัมพันธ์การสลับที่ของตัวดําเนินการโบซอนของโฟตอน คือ  
 †ˆ ˆ, ,k k kka a δ′ ′⎡ ⎤ =⎣ ⎦   (6) 

 [ ] † †ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0k k k ka a a a′ ′⎡ ⎤= =⎣ ⎦   (7) 

และ 

 
( )

3/2

1( ) e exp( )k i
L

λ
= ⋅u r k r�   (8) 

โดยที่ความสัมพันธ์เชิงต้ังฉากของ ( )ku r  คือ 

 * ( ) ( )k k kk
V

d δ′ ′=∫u r u r r   (9) 

สัญลักษณ์ 
( )

 e ,H V
λ
=�  ทางขวามือของ สมการ (8) แสดงสถานะโพลาไรซ์ที่ต้ังฉากกัน 

(orthonormal) ของโฟตอนอนุภาคหน่ึง ซึ่งมีอยู่สองสถานะเช่นเดียวกับกรณีของสถานะสปินของ
อิเล็กตรอนอนุภาคหน่ึง กล่าวคือ H  ใช้แทนเวกเตอร์สถานะโพลาไรซ์ของโฟตอนในแนวนอน และ 

V  แทนเวกเตอร์สถานะโพลาไรซ์ของโฟตอนในแนวต้ัง  

ตัวดําเนินการพลังงานรวมหรือแฮมิลโตเนียนของสนามแม่เหล็กไฟฟ้าอยู่ในรูป 

 ( )2 2
0 0

1ˆ
2

dε μ= +∫ E H rH   (10) 

จากผลเฉลยตามสมการ (5) เมื่อแทนค่าสนามไฟฟ้า ( , )tE r  จากสมการ (3) และสนามแม่เหลก็ 
( , )tB r  จากสมการ (4) ลงในสมการ (10) ดังน้ัน ตัวดําเนินการแฮมิลโทเนียน Ĥ  จึงเขียนใหม่ได้เป็น 
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 † 1ˆ ˆ ˆ
2k k k

k
a aω ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑=H   (11) 

ซึ่งตรงกับรูปแบบของตัวดําเนินการพลังงานของการสั่นแกว่งแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกที่คุน้เคยกันดีใน
กลศาสตร์ควอนตัมน่ันเอง จากเหตุผลน้ีจงึทําให้ทราบว่า สถานะของโฟตอนสามารถอธิบายได้ใน 3 
รูปแบบ คือ  

2.2.1 สถานะฟอคหรือสถานะเชิงตัวเลข (Fock or Numer State) 

สถานะแบบน้ีมีเวกตอร์เจาะจงและค่าเจาะจงที่สอดคล้องกัน คือ 

 †ˆ ˆk k k k ka a n n n=   (12) 

โดยที่ 1, 2, 3,...,kn = ∞  และ  

 |k k mnn m δ=   (13) 

และการดําเนินการของตัวดําเนินการทําลายต่อสถานะสุญญากาศ (vacuum state) ให้ค่าเจาะจง คือ 

 ˆ 0 0ka =   (14) 

ดังน้ัน จึงเขียนสถานะเชิงตัวเลขใดๆให้อยู่ในสถานะสุญญากาศได้เป็น 

 
†

1/2

ˆ( ) 0
( !)

kn
k

k
k

an
n

=   (15) 

และมีความสมัพันธ์บริบูรณ์ เป็น 

 
0

| 1
k

k k
n

n n
∞

=

〈 =∑   (16) 

2.2.2 สถานะอาพันธ์ (Coherent States) 

เวกเตอร์เคทของสถานะนี้เขียนอยู่ในรูป 
 ˆ ( ) 0α α=D   (17) 

โดยที่ตัวดําเนินการกระจัด 
 † *ˆ ˆ ˆ( ) exp( )a aα α α= −D   (18) 

โดยที่ *,α α  เป็นจํานวนเชิงซ้อนและสังยุคของมันตามลําดับ ค่าเจาะจงสถานะอาพันธ์ คือ 

 â α α α=   (19) 

หรือเขียนในรูปเวกเตอร์เคทที่สัมพันธ์กับสถานะจํานวนได้เป็น 

 2
1/2exp( | | /2 )

( !)

n

n
n
αα α= − ∑   (20) 
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2.2.3 สถานะบีบอัด (Squeezed states) 

สถานะบีบอัดหาได้จากการบีบอัดสถานะอาพันธ์ โดยใช้ตัวดําเนินการบีบอัด ˆ( )ζS  ดังสมการ 

 ˆ ˆ, ( ) ( ) 0α ζ α ζ= D S   (21) 

โดยที่ 

 
*

2 † 2ˆ ˆ ˆ( ) exp ( )
2 2

a aζ ζζ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

S   (22) 

โดยที่ *,ζ ζ  เป็นจํานวนเชิงซ้อนและสังยุคของมันตามลําดับ 

2.3 วงแหวนสั่นพ้องแพนด้า 

       การทํานายการเกิดสถานะบีบอัดของโฟตอนในเส้นใยแก้วนําแสงค้นพบโดย P Drummond และ
คณะ [1] เป็นที่ทราบกันดีว่าอุปกรณ์วงแหวนสั่นพ้องแพนด้า (PANDA Ring Resonator) สามารถใช้
ร่วมกันกับเส้นใยแก้วนําแสงเป็นอย่างดี [2] เพราะอุปกรณ์ชนิดน้ีสามารถใช้เป็นตัวกรองความถ่ีของแสง 
และใช้เป็นวงจรสวิตช่ิงได้เป็นอย่างดี โดยเมื่อป้อนสัญญาณแบบลูกคลื่นลําแสงโซลิตอนแบบต่อเน่ืองที่
ประตูขาเข้า (Input Port) ของวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า พบว่าสัญญาณที่ประตูขาออก (Throughput 
Port) มีช่วงของ FWHM ที่ทั้งแคบและแหลมคมมาก ด้วยการออกแบบอุปกรณ์ทางแสงชนิดน้ีให้มีขนาด
เล็กลงในระดับไมครอน ซึ่งสามารถบรรจุลงในวงจรรวมได้ โดยมีส่วนประกอบภายในที่สําคัญ ดังรูปที่ 
2.1   
 

 
 

รูปที่ 2.1 แสดงวงจร PANDA Ring Resonator 
 

คุณสมบัติที่โดดเด่นประการหน่ึงของวงแหวนส่ันพ้องแพนด้า คือ การเกิดขึ้นของโมดห้องการสะท้อน
แสง (Whispering Gallery Mode: WGM) ขณะที่มีการเกิดขึ้นของคลื่นสนามไฟฟ้าที่เกิดขึ้นจากอันตร
กิริยาระหว่างโฟตอนกับโมเลกุลชนิดไม่เชิงเส้น (3)χ   ของสารตัวกลางวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า เล็ดลอด
ออกมานอกวงแล้วมีการแทรกสอดแบบเสริมกันที่บริเวณภายในห้องวงแหวนกลางของทั้งวงบนและวง
ล่าง ซึ่งให้ยอดแหลมคมของคลื่นสนามไฟฟ้าที่มีความเข้มสูงมากพอที่จะให้ค่าเกรเดียนท์ของศักย์ไฟฟ้า
มากพอเช่นกัน [3] โดยไปเหน่ียวนําให้เกิดอันตรกิริยาแรงดึงดูดของยอดคลื่นลําแสงกับไดโพลไฟฟ้าของ
อะตอมอย่างแรง [4] จึงมีความเหมาะสมท่ีจะนํามาประยุกต์ใช้ทําเป็นอุปกรณ์ดักจับเชิงแสงสําหรับ
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อนุภาคควอนตัมในระดับอะตอมหรือโมเลกุลของสสารในสถานะแก๊สได้ ซึ่งสามารถนําไปประยุกต์ใช้ทํา
ตัวตรวจรู้ในอุปกรณ์ระบบควบคุมหรือความปลอดภัยจากแก๊สชนิดต่างๆได้อย่างแม่นยําอย่างย่ิง 

 
2.4 กระบวนการสโตแคสติก 

กลศาสตร์แบบฉบับ(Classical mechanics) ได้วางนัยรูปแบบของตัวแปรพลวัติต่างๆที่ทํานายการ
วิวัฒน์ของระบบได้อย่างแม่นยํา ซึ่งจะเป็นจริงได้ก็ต่อเมื่อระบบต้องไม่อยู่ในขอบเขตของความอลหม่าน
(Chaos) ซึ่งมคีวามไร้ระเบียบชนิดสุดโต่ง ตรงกันข้ามหลายกรณีที่ระบบกําลังศึกษาอยู่สามารถอธิบาย
ได้เพียงในรูปแบบของการแจกแจงความน่าจะเป็นที่วิวัฒน์ตามเวลาเท่าน้ัน 
เพ่ือเป็นตัวอย่างสําหรับกรณีน้ี ลองพิจารณาการเดินแบบมั่วสุ่มในหน่ึงมิติซึ่งเป็นกรณีในแบบของ
กลศาสตร์แบบฉบับ สมมติให้คนเดินทางเป็นเส้นตรงแบบมั่วสุ่มที่มทีั้งเดินไปข้างหน้าและถอยหลังด้วย
ความน่าจะเป็นที่เท่ากันในช่วงเวลา τ  ตําแหน่งที่เดินทางได้ คือ nx na=  ดังน้ัน ความน่าจะเป็นที่การ
เดินไปข้างหน้าหรือถอยหลังจะครอบครองจุด nx  ณ เวลา t  คือ ( | )nP x t  และสอดคล้องกับสมการ 

 1 1
1 1(  | ) (  | ) (  | )
2 2n n nP x t P x t P x tτ − ++ = +                                 (23) 

พิจารณากรณีที่มีความต่อเน่ือง กําหนดให้ τ  และ a  มีค่าน้อยๆ แต่ 2 /a τ  มีค่าจํากัด ดังน้ัน  

 (  | ) (  | ) (  | ) ...n n nP x t P x t P x t
t

τ τ ∂
+ = + +

∂
 (24) 

                                  1(  | ) (  | )nP x t P x a t± = ±  

                                                   
2 2

2(  | ) (  | ) (  | ) ...,
2
aP x t a P x t P x t

x x
∂ ∂

= ± + +
∂ ∂

    

   

และเมื่อแทรกการกระจายเทย์เลอร์น้ีลงในสมการ (23) จะได้  

 
2 2

2 4
2(  | ) ( ) (  | ) ( ) ...

2
aP x t P x t a

t x
τ τ∂ ∂

+ = + +
∂ ∂

O O                         (25) 

ให้ τ  และ 0a →  โดยท่ี 2 /D a τ≡  คือ สัมประสิทธ์ิการแพร่ ทําให้ได้สมการฟอกเกอร์-แพลงค์ คือ  

 
2

2(  | ) (  | )
2
DP x t P x t

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

                                            (26) 

2.4.1 มโนทัศน์เก่ียวกับความน่าจะเปน็ 

เราเรียก ϖ ว่า เหตุการณ์ ให้ A�  เป็นเซตของเหตุการณ์ ดังน้ัน Aϖ ∈ �  หมายความว่า เหตุการณ์ ϖ  
เป็นสมาชิกของเซตของเหตุการณ์ A�  เราเรียก Ω  ว่าเซตของทุกเหตุการณ์และ∅  เป็นเซตที่ไม่มี
เหตุการณ์ ถ้า ( )P A� คือ ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A�  ซึ่งสอดคล้องกับหลักความจริง ต่อไปนี้ 

1. ( ) 0P A ≥�  สําหรับ A∀ � . 

2. ( ) 1P Ω =   

3.  ( 1,2,3,...)iA i =�  คือ เหล่าของเซตจํากัดที่ไม่เหลื่อมซ้อนทบักันเลย โดยที่  
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 ,  i jA A i j∩ =∅ ≠� �  
ดังน้ัน  
 ( ) ( )i i i

i
P A P A∪ =∑� �                                           (27) 

ต่อไปจะนิยาม ความน่าจะเป็นร่วม(Joint probability) และความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข
(Conditional probability) ดังน้ี 
 
ความนา่จะเปน็ร่วม 
                                                     ( ) {P A B P Aϖ∩ = ∈� ��  และ }Bϖ ∈ �                                 (28) 
ความนา่จะเปน็แบบมีเงื่อนไข 

 ( )(  | )
( )

P A BP A B
P B
∩

=
� �� �
�                                                (29) 

ซึ่งสอดคล้องกับแนวคิดของความน่าจะเป็นแบบมีเง่ือนไข Aϖ ∈ � (โดยทราบแล้วว่า Bϖ ∈ � ) ถูกกําหนด
โดยความน่าจะเป็นร่วมของ A� และ B� หารด้วยความน่าจะเป็นของ B�   

สมมติว่าเรามีหมู่ประชากรของเซต iB�  โดยที่ 
 i jB B∩ =∅� � , 

                                                   ( ) ( )i i i iA B A B A∪ ∩ = ∩ ∪ =� � �� �                       (30) 
จากหลักของความจริงข้อที่ 3 
 ( ) ( ( )) ( )i i

i
P A B P A B P A∩ = ∪ ∩ =∑ � � �� �                           (31) 

ดังน้ัน 
 ( ) (  | ) ( ) ( )i i i

i i
P A B P A B P B P A∩ = =∑ ∑� � �� � �                          (32) 

ซึ่งกล่าวได้ว่า ถ้ารวมความน่าจะเป็นร่วมตลอดเหตุการณ์ร่วม iB�  ความน่าจะเป็นของตัวแปร iB� จะถูก
กําจัดทิ้ง แนวความคิดน้ีจะมีประโยชน์มากในการแสดงทีม่าของสมการแชปแมน-โคลโมโกรอฟ  

2.4.2 กระบวนการสโตแคสติก (Stochastic Process) 

สมมติเรามีตัวแปรสุ่มที่ขึ้นกับเวลา คือ ( )X t  และวัดค่าของมันออกมา ณ เวลา 1 2 3, , ,...,t t t ได้เป็น

1 2 3, , ,...x x x  ตามลําดับ ดังน้ัน ความน่าจะเป็นร่วม คือ 1 1 2 2( , ; , ;...)P x t x t  ซึ่งอธิบายระบบได้อย่าง
สมบูรณ์ เรียกว่า กระบวนการสโตแคสติก และยังสามารถนิยามความหนาแน่นความน่าจะเป็นแบบมี
เง่ือนไขได้โดย 

 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

( , ; , ;... , ; , ;...)( , ; , ;... | , ; , ;...)
( , ; , ;...)

P x t x t y yP x t x t y y
P y y

τ ττ τ
τ τ

=             (33) 

โดยที่ลําดับของเวลาที่เพ่ิมขึ้น คือ  
 
 1 2 1 2... ...t t τ τ≥ ≥ ≥ ≥  
ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 
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ก). ความเป็นอิสระจากกันอย่างสมบูรณ์ (Complete independence) ในกรณีน้ี ( )X t  เป็นอิสระจาก
กันอย่างสิ้นเชิง ทั้งในอดีตและอนาคต ความน่าจะเป็นจึงอยู่ในรูป 

 1 1 2 2( , ; , ;...) ( , )i i
i

P x t x t P x t=∏                                (34) 

ข). กระบวนการมาร์คอฝ (Markov process) ความน่าจะเป็นมีลักษณะเป็นแบบมีเง่ือนไข โดยความ
น่าจะเป็นในอนาคตขึ้นกับความน่าจะเป็นของปัจจุบัน ดังน้ี  

 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1( , ; , ;... | , ; , ;...) ( , ; , ;... | , )P x t x t y y P x t x t yτ τ τ=               (35) 

ซึ่งแสดงว่าสําหรับกรณีของมาโคเวียนแล้วความน่าจะเป็นร่วมสามารถเขียนอยู่ในรูป  

 
1

1 1 2 2 1 1
1

( , ; , ;... , ) ( ,  | , ) ( , )
n

n n i i i i n n
i

P x t x t x t P x t x t P x t
−

− −
=

=∏                         (36) 

2.5 สมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ(Chapman-Kolmogorov Equation) 

ดังที่ทราบในหัวข้อที่ผ่านมาแล้วว่าผลรวมตลอดทั่วตัวแปรกีดกันร่วมกันจะขจัดตัวแปรน้ันท้ิง หรือเขียน
ในรูปของสมการได้ว่า 
 ( ) ( ...)

B
P A B C P A C∩ ∩ = ∩∑

�

� � � ��                                   (37) 

ประยุกต์แนวความคิดน้ีกับกระบวนการสโตแคสติก จะได้ 
  
 0 0 0 0( ,  | , ) ( , ; ,  | , )P x t x t d yP x t y s x t= ∫  

               0 0 0 0( ,  | , ; , ) ( ,  | , )d yP x t y s x t P y s x t= ∫             (38) 

และต่อไปประยุกต์เง่ือนไขของมาร์คอฝ เพ่ือให้ได้สมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ  
 
 0 0 0 0( ,  | , ) ( ,  | , ) ( ,  | , )P x t x t d yP x t y s P y s x t= ∫                               (39) 

 
ซึ่งในการวิเคราะห์สมการน้ี 0t คือ เวลาเริ่มต้นใดๆซึ่ง 0 0( )x t x=  และ s  คือ เวลาในช่วงของเวลาท่ี 

0t s t≤ ≤  และ ( )x s y=  

ซึ่งตอนน้ีสังเกตว่า ความหนาแน่นความน่าจะเป็น 0 0( ,  | , )P x t x t  สอดคล้องกับเง่ือนไข 

 
00 0 0( ,  | , ) | ( )t tP x t x t t tδ= = −                                        (40) 

และมีเง่ือนไขปกติ คือ 
 0 0( ,  | , ) 1dxP x t x t =∫                                              (41) 

ตอนน้ีย้อนกลับไปที่สมการ(39) เขียนให ้ t s t= + Δ และกระจายในรูปของ tΔ  ผลที่ได้ คือ 

 0 0 0 0
( ,  | , )( ,  | , ) ( ,  | , ) ( ,  | , )|t s

P x s y sP x s t x t d y P x s y s t P y s x t
t =

∂⎧ ⎫+ Δ = + Δ⎨ ⎬∂⎩ ⎭∫           (42) 

หรือ 
 0 0 0 0 0 0( ,  | , ) ( ,  | , ) (  | ) ( ,  | , )P x s t x t P x s x t t d yW x y P y t x tδ+ Δ = + ∫                (43) 
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โดยที่ (  | )W x y  คือ อัตราการเลื่อน ซึง่นิยามโดย 

 ( ,  | , )(  | ) |t s
P x s y sW x y

t =
∂

=
∂

                                     (44) 

ให้ 0tΔ →  สมการ(44) จึงกลายเป็น 

 0 0
0 0

( ,  | , ) (  | ) ( ,  | , )P x t x t d yW x y P y t x t
t

∂
=

∂ ∫                        (45) 

น่ีคือสมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ แบบก้าวหน้า โดยการหาปริพันธ์แก่สมการ (45) เราสามารถพิสจูน์
ได้โดยง่ายว่า 

 (  | ) 0dxW x y =∫                                            (46) 

ความน่าจะเป็นของการเลื่อนถูกแยกออกเป็น 2 ส่วน คือ ส่วนที่ไมม่ีการเปลี่ยนแปลงบวกกับส่วนที่มีการ
เปลี่ยนแปลง ดังน้ี 

 0 1(  | ) ( ) ( ) (  | )W x y W x x y W x yδ= − +                            (47) 

และโดยการหาปริพันธ์ในตัวแปร x  และใช้สมการ(46) จึงได้ 

 0 1( ) (  | )W y dxW x y= −∫                                    (48) 

จึงได้ สมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ แบบก้าวหน้า คือ 

 0 0 1 0 0 1 0 0( ,  | , ) (  | ) ( ,  | , ) (  | ) ( ,  | , )P x t x t d yW x y P y t x t d yW y x P x t x t
t
∂

= −
∂ ∫ ∫               (49) 

ซึ่งอยู่ในรูปของสมการอัตรานั่นเอง ถ้าตัวแปรสุ่ม ( )X t  เป็นแบบค่าก้อนๆ(Discrete values) ดังน้ัน 
สมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ แบบก้าวหน้า คือ 

 ( , ) [ ( , ) ( , )]i
ij j ji i

j

P x t W P x t W P x t
t

∂
= −

∂ ∑                               (50) 

เรียกว่า สมการควบคุมหลัก (Master equation) 

กระบวนการสโตแคสติกหลายแบบมักเก่ียวข้องกับกระบวนการเกิดและการตาย หรือกระบวนการทีละ
ขั้น ซึ่งมีความสอดคล้องกับ 

 , 1 , 1, ( )ij j i j j i jW r g i jδ δ− += + ≠                                    (51) 

ซึ่งอนุญาตให้มกีารกระโดดไปยังจุดข้างเคียงได้ อีกท้ังยังมีค่าในส่วนของแนวทแยง คือ 
( )n n nW r g= − + เกิดขึ้นอีกด้วย ดังน้ัน สมการควบคุมหลัก จงึกลายเป็น 

 1 1 1 1 ( )n n n n n n n nP r P g P r g P+ + − −= + − +�                           (52) 

โดยที่ nr  คือ ความน่าจะเป็นต่อหน่ึงหน่วยเวลาของการกระโดดจาก n ไปยัง 1n−  และ ng คือ ความ
น่าจะเป็นต่อหน่ึงหน่วยเวลาในการกระโดดจาก n ไปยัง 1n+  โดยทั่วไปกระบวนการทีละข้ันมักจะ
เกิดขึ้นในการเลื่อนสถานะของอะตอมผ่านการดูดกลืนหรือคายโฟตอน หรือในปฏิกิริยานิวเคลียร์ฟิชชัน 
ตัวอย่างที่น่าสนใจ คือ กระบวนการแบบพัวซอง ซึ่งมีนิยามว่า 
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 0nr =  

 ng q=  

           ,0(0)n nP δ=                                               (53) 

ดังน้ัน สมการควบคุมหลัก (52) จึงกลายเป็น  

 1( )n n nP q P P−= −�                                        (54) 
 
น่ีคือ การเดินมั่วสุ่มแบบด้านเดียว การแก้สมการน้ีได้โดยใช้ฟังก์ชันลักษณะส่อ 

 ( , ) e ( )eins ins
n

n
G s t P t= 〈 〉 =∑                               (55) 

โดยใช้เง่ือนไขขอบเขต ( ,0) 1G s =  เมื่อคูณสมการควบคุมหลักด้วย exp( )ins และทําการรวมตลอดค่า
ของ n จึงได้ 

 1e ( e e )ins ins ins
n n n

i n
P q P P−= −∑ ∑�                               (56) 

หรือ 

 ( )( , ) e 1 ( , )isG s t q G s t
t

∂
= −

∂
                              (57) 

ผลเฉลยของสมการน้ีหาได้โดยง่าย คือ 

                                                
( ){ [e 1]}( , ) e
isqtG s t −=   

                
( )

( )
e ( )

e
!

nis n
qt

n

qt
n

−
⎡ ⎤⎣ ⎦= ∑                           (58) 

เปรียบเทียบกับสมการ(55) ในที่สุดได้ 

 ( )( )( ) e
!

n
qt

n
qtP t
n

−=                                                   (59) 

ซึ่งเป็น ฟังก์ชันการแจกแจงแบบพัวซองโดยมี n qt〈 〉 =  
 
2.6 สมการฟอกเกอร์-แพลงค ์

ในบางกรณีแทนที่จะเป็นการกระโดดแบบก้อนๆ หากเราเลือกอธิบายกระบวนการสุ่มให้เป็น
แบบต่อเน่ือง ถ้าเป็นอย่างนี้สมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ จะเขียนอยู่ในรูป 

 (  | ) (  | )w x W x w xΦ ≡ +                                               (60) 

ดังน้ัน 

                  0 0 0 0( ,  | , ) (  | ) ( ,  | , )P x t x t dw w x w P x w t x t
t
∂

= Φ − −
∂ ∫  

                                      0 0e [ (  | ) ( ,  | , )]
w

x w x P x t x t dw
∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂⎝ ⎠= Φ∫  
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2

2
0 02

11 ... [ (  | ) ( ,  | , )]
2

w w w x P x t x t dw
x x

⎡ ⎤∂ ∂
= − + + Φ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∫       (61) 

และเน่ืองจาก (  | ) 0dw w xΦ =∫  จึงได้ 

 0 0 0 0
1

( 1)( ,  | , ) [ ( ) ( ,  | , )]
!

n n

nn
n

P x t x t Q x P x t x t
t n x

∞

=

∂ − ∂
=

∂ ∂∑                         (62) 

โดยที่ 

 ( ) (  | )n
nQ x w w x dw= Φ∫                                        (63) 

ในหลายกรณสีมการข้างต้นถูกตัดทอนพจน์ทิ้งไปโดยเก็บไว้เพียงสองพจน์แรก ทาํให้ได้สมการฟอก
เกอร์-แพลงค์ ดังน้ี 

ในกรณีหน่ึงมติิ โดยที่ 1Q A=  และ 2Q B=  เราได้ 

 
2

0 0 0 0 0 02

1( ,  | , ) [ ( , ) ( ,  | , )] [ ( , ) ( ,  | , )]
2

P x t x t A x t P x t x t B x t P x t x t
t x x
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

         (64) 

มีการวางนัยไปสู่กรณีของหลายตัวแปร ทําให้ได้สมการฟอกเกอร์-แพลงค์ อยู่ในรูป 

 
2

0 0 0 0 0 0
,

1( ,  | , ) [ ( , ) ( ,  | , )] [ ( , ) ( ,  | , )]
2i ij

i i ji i j

P t t t P t t t P t t
t x x x
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂∑ ∑x x A x x x B x x x       

                                                                                             

โดยที่ A คือ เวกเตอร์ลอยเลื่อน และ B คือ แมทริกซ์การแพร ่สมการน้ียังเขียนอยู่ในรูป 

 0 0( ,  | , ) ( , ) 0i
i i

P t t t
t x
∂ ∂

+ =
∂ ∂∑x x J x                                     (65) 

โดยที่ 

 0 0 0 0
1( , ) [ ( , ) ( ,  | , )] [ ( , ) ( ,  | , )]
2i i ij

j j

t t P t t t P t t
x
∂

= −
∂∑J x A x x x B x x x                   (66) 

เรียก ( , )i tJ x ว่า กระแสความหนาแน่น 

 
2.6.1 กระบวนการของไวเนอร ์

ในกรณีพิเศษที ่ 0, 1A B= = สมการฟอกเกอร์-แพลงค์ เขียนได้เป็น 

 
2

0 0 0 02

1( , | , ) [ ( , | , )]
2

P w t w t P w t w t
t w
∂ ∂

=
∂ ∂

                               (67) 

หากเราใช้ฟังก์ชันส่อลักษณะ 

 0 0( , ) ( , | , )isws t dwe P w t w tφ = ∫                                       (68) 
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จึงได้ สมการเชิงอนุพันธ์สําหรับ φ คือ 

 2s
t
φ φ∂
= −

∂
                                          (69) 

เน่ืองจาก 
00 0 0( , | , ) | ( )t tP w t w t t tδ= = − ดังน้ัน 0 0( , ) exp( )s t iswφ =  ผลเฉลยของสมการนี้จึงอยู่ใน

รูป  

 
2

0 0
1 ( )
2( , ) e

isw s t t
s tφ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦=                                        (70) 

ซึ่งอยู่ในรูปแบบของเกาสส์ โดยการแปลงผกผันของมันยังอยู่ในรูปแบบของเกาสส์อีก กล่าวคือ 

 
0

0

2( )
2(

0 0
)

0

1( , | , )  e
2 ( )

w w
t tP w t w t

t tπ

−
−

−=
−

                              (71) 

โดยมีโมเมนต์สองตัวแรก คือ 

  0W w〈 〉 =                                               (72) 
 2

0( )W t t〈 Δ 〉 = −                                            (73) 

การแจกแจงนีม้ีการกระจายตัวออกในเวลาและสอดคล้องกับแบบจําลองที่แม่นยําของไอน์สไตน์ในเรื่อง
การเคลื่อนที่แบบบราวเน่ียน 

ลักษณะส่อทีส่าํคัญอย่างหน่ึงของกระบวนการของไวเนอร์ คือ ความเป็นอิสระจากกันของส่วนเพ่ิมซึ่ง
เป็นสิ่งที่มีประโยชน์ในการหาปริพันธ์ในกระบวนการสโตแคสติก ซึ่งโดยทั่วไป สําหรบักระบวนการของ
มาร์คอฝ เราได้ 

          
1

1 1 0 0 1 1 0 0
0

( , ; , ;... , ) ( ,  | , )
n

n n n n i i
i

P w t w t w t P w t w t
−

− − + +
=

=∏  

                                         
1 21

12
1 0 0

0 1

( )[2 ( )]  exp ( , )
2( )

n
i i

i i
i i i

w wt t P w t
t t

π
− −

+
+

= +

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∏     (74) 

โดยนิยามของส่วนเพ่ิมไวเนอร์ คือ 
 1( ) ( )i i iW W t W t −Δ = −                                        (75) 

และ 

 1i i it t t −Δ = −                                                  (76) 
 

ดังน้ัน ความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วมของส่วนเพ่ิมน้ี คือ 

 
1 2
2

1 1 0 0 0
0

( )( ; ;... ; ) [2 ]  exp ( , )
2( )

n
i

n n i
i i

wP w w w w t P w t
t

π
−

−
=

⎧ ⎫⎡ ⎤Δ⎪ ⎪Δ Δ Δ = Δ −⎨ ⎬⎢ ⎥Δ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∏                    (77) 

ดังน้ัน พวกมันจึงเป็นอิสระต่อกันในทางสถิติ 

เรานิยามค่าเฉลี่ยและฟังก์ชันสหสัมพันธ์อัตโนมัติ (Autocorrelation function) โดย 
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 0 0 0 0( ) | , ( ,  | , )W t W t dwP w t w t w〈 〉 = ∫                                   (78) 

และ 

           T T
0 0 0 0 0 0 0( )( ( )) | , ( , ; , )W t W t W t dwdw P w t w t ww〈 〉 = ∫∫  

 T
0 0 0 0 0 0( ) | , ( , )dw W t W t w P w t= 〈 〉∫                                 (79) 

ดังน้ัน สําหรับกระบวนการของไวเนอร์ 

 2
0 0 0 0( ) ( ) | , [ ( ) ( )] ( ) | , ( )W t W s W t W t W s W s W t W s〈 〉 = 〈 − 〉 + 〈 〉                 (80) 

และเน่ืองจากความเป็นอิสระต่อกันของส่วนเพ่ิม พจน์แรกทางด้านขวามือจึงมีค่าเป็นศูนย์ จึงได้ 

 2
0 0 0 0 0( ) ( ) | , min( , )W t W s W t w t t s t〈 〉 = + − −                                   (81) 

2.6.2 คุณสมบัติทั่วไปของสมการฟอกเกอร์-แพลงค ์

ดังที่กล่าวมาแล้ว พจน์แรกทางขวามือของสมการฟอกเกอร์-แพลงค์ (65) คือ พจน์ลอยเลื่อนซึ่งจะเป็น
ตัวควบคุมการเคลื่อนที่ที่กําหนดได้ ส่วนพจน์ที่สอง คือ พจน์การแพร่ซึ่งจะเป็นสาเหตุให้ความน่าจะเป็น
เกิดการกระจายตัวออกไป ความแตกต่างในบทบาทของสองพจน์น้ีสามารถมองเห็นได้ง่ายเมื่อ
คํานวณหา ix〈 〉 และ i jx x〈 〉  ซึ่งแสดงให้เห็นโดยง่ายว่า 

 i
i

d x
dt
〈 〉

= 〈 〉A                                                          (82) 

 1
2

i j
i j j i ij ji

d x x
x x

dt
〈

〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 + 〉A A B B                          (83) 

 
2.7 สมการเชงิอนุพนัธส์โตแคสติก 

วิธีหน่ึงที่จะจัดการกับปัญหาการเคลื่อนที่แบบบราวเน่ียนหรือปัญหาที่เก่ียวข้องกับแรงที่กระทําแบบสุ่ม 
ก็คือโดยอธิบายพฤติกรรมผ่านทางสมการแลงเกแวงหรืออีกช่องทางหนึ่งคือผ่านทางสมการเชิงอนุพันธ์ส
โตแคสติก 
 ( )V V L tγ= − +�                                                 (84) 
โดยที่ในกรณีของอนุภาคบราวเน่ียน ทางด้านขวาของสมการคือแรงของของไหลท่ีกระทําต่ออนุภาค ซึ่ง
เกิดจากสององค์ประกอบ คือ 
ก).  แรงแดมป์ Vγ−  และ  
ข). แรงที่แปรค่าอย่างรวดเร็ว ( )L t ซึ่งไม่ขึ้นกับความเร็วของอนุภาค โดยแรงชนิดน้ีเก่ียวข้องกับการชน
กันระหว่างโมเลกุลของนํ้ากับอนุภาคบราวเน่ียนโดยที่ค่าเฉลี่ยของแรงชนิดน้ีเป็นศูนย์ ดังน้ัน 

 ( ) 0L t〈 〉 =                                                             (85) 

 ( ) ( ) ( )L t L t D t tδ′ ′〈 〉 = −                                                (86) 

( ) ( )L t L t′〈 〉  คือ ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ของสองเวลา 
เรานิยามสเปกตรัมโดยเป็นการแปลงฟูริเยร์ของฟังก์ชันสหสัมพันธ์ของสองเวลา ดังน้ี 
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 ( ) e ( ) ( )iS d L t L tωτω τ τ
∞

−∞
= 〈 + 〉∫                                            (87) 

เห็นได้ทันทีว่าเนื่องจากการแปลงของฟังก์ชันเดลต้าจะให้ผลลัพธ์เป็นค่าคงที่อันเน่ืองมาจาก ( )L t  มี
สเปกตรัมชนิดแบน ซึ่งมันสอดคล้องกับสัญญาณรบกวนขาว (White noise) 

สมมติว่าความเร็วต้นของอนุภาคบราวเน่ียนถูกกําหนดให้เป็น 0(0)V V=  ดังน้ัน ที่เวลา 0t ≥  ในแต่ละ
วิถีตัวอย่าง จะได้ 
 0 0

( ) e e e ( )
tt t tV t V L t dtγ γ γ ′− − ′ ′= + ∫                                      (88) 

เมื่อใช้คุณสมบัติของ L เราสามารถคํานวณหา V〈 〉 และ 2V〈 〉 ได้ 

 0 0 0( ) | , e tV t V t V γ−〈 〉 =  (89) 

และ 

                          2 2 2 2 ( )
0 0 0 0 0

( ) | , e e e ( ) ( )
t tt t t tV t V t V dt dt L t L tγ γ γ′ ′′ ′ ′′− − +′ ′′ ′ ′′〈 〉 = + 〈 〉∫ ∫                       

                                                2 2 2
0 e [1 e ]

2
t tDV γ γ

γ
− −= + −                     

 (90) 

เมื่อเวลา t →∞  

 2
0 0( ) | ,

2
DV t V t
γ

〈 〉 =                                                  (91) 

ตรงกันข้ามสําหรับช่วงเวลาที่สั้นๆ จะได้ 

 2 2
0 0( ) ( ) | , ( )V t t V t D t t〈 Δ + Δ 〉 = Δ + ΔO                                 (92) 

ในกรณีน้ีจะได้สัมประสิทธ์ิของพจน์ลอยเลื่อนและพจน์การแพร่ คือ 

 00 |t t tV VVA V
t t

γ= +Δ〈 − 〉〈Δ 〉
= = = −

Δ Δ
                                     (93) 

 
2( )VB D

t
〈 Δ 〉

= =
Δ

                                                  (94) 

ดังน้ัน สมการฟอกเกอร์-แพลงค์ ที่สอดคลอ้งคือ 

 
2

2( , ) ( )
2
D PP V t VP

t V V
γ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

                                     (95) 

สมการน้ีอธิบายกระบวนการออร์นสไตล์-ยูเลนเบค ซึ่งสอดคล้องกับพจน์ลอยเลื่อนเชิงเส้นและพจน์การ
แพร่ซึ่งเป็นค่าคงที่ 

ตอนน้ีจะคํานวณหาสเปกตรัมกําลังของ V โดยในเบ้ืองต้นเราต้องได้ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ของสองเวลา 

 2 ( ) ( ) ( )
0 0 0

( ) ( ) e e e ( ) ( )
t tt t t t t tV t V t V dt dt L t L tγ γ γ′′ ′ ′′ ′′′− + − + +′ ′′ ′′′ ′′ ′′′〈 〉 = + 〈 〉∫ ∫  
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                                   2 ( ) ( ) 2
0 0

e e e
tt t t t tV D dtγ γ γ′′ ′ ′′′− + − + ′′′= + ∫  

                                       2 ( ) ( ) 2
0 e e e 1

2
t t t t tDV γ γ γ

γ
′ ′ ′− + − + ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦                              (96) 

ในกรณีสถานะคงที่ ซึ่ง ,t t′ → ∞ แต่ด้วย ( )t t τ′− = จึงได้ 

 | |( ) ( ) e
2
DV t V t γ ττ
γ

−〈 + 〉 =                                             (97) 

ในที่สุดหลังจากทําการแปลงแบบฟูริเยร์เราได้กําลังสเปกตรัมของ V คือ 

                                        1( ) e ( ) ( )  
2

i
VS V t V t dωτω τ τ

π
= 〈 + 〉∫                                  

 2 2

1
2

D
π ω γ

=
+

                                              (98) 

2.8 แคลคลูสัของอิโตะและสตราโตโนวิช 

สมการแลงเกแวงรูปทั่วไปเขียนอยู่ในรูป 

 ( , ) ( , ) ( )dx a x t b x t L t
dt

= +                                          (99) 

โดยที่ตัวคูณ D ถูกดูดซับไว้ใน b เรียบร้อยแล้ว ดังน้ัน 

 ( ) ( ) ( )L t L t t tδ′ ′〈 〉 = −                                                   (100) 

 0L〈 〉 =                                                             (101) 

ตอนน้ีเรานิยาม 
 

0
( ) ( )

t
W t L t dt′ ′= ∫                                                    (102) 

โดยสมมติว่ามีความต่อเน่ือง ดังน้ัน 

 0 0( ) ( ) | ( ) ( ) 0
t t

t
W t t W t W t dsL s

+Δ
〈 + Δ − 〉 = 〈 〉 =∫                         (103) 

               2
0 0 1 2 1 2[ ( ) ( )]  | ( ) ( ) ( )

t t t t

t t
W t t W t W t ds ds L s L s

+Δ +Δ
〈 + Δ − 〉 = 〈 〉∫ ∫  

                                                    1 2 1 2( )
t t t t

t t
ds ds s sδ

+Δ +Δ
= −∫ ∫  

 t= Δ                                                        (104) 

ดังน้ัน เราสามารถเขียนสมการฟอกเกอร์-แพลงค์ สําหรับW  ด้วย 0A = และ 1B = ซึ่งสอดคล้องกับ
กระบวนการของไวเนอร์ และ Ldt dW= คือ ส่วนเพ่ิมข้ึนไวเนอร์ 

สมการอนุพันธ์สโตแคสติก (99) ยังไม่อยู่ในรูปแบบที่นิยามเต็มขั้นซึ่งข้ึนอยู่กับการอินทิเกรตให้ตัวมัน 
โดยทั่วไปจะไม่มีปัญหาและเป็นไปตามหลักของแคลคูลสัธรรมดาที่นํามาประยุกต์ใช้ อย่างไรก็ตามเรา
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ต้องระมัดระวังในการใช้เน่ืองจาก เรากําลังเล่นอยู่กับฟังก์ชันในเวลาที่กําลังแปรค่าอย่างรวดเร็ว ( )L t
ดังน้ัน เราจึงนิยามปริพันธ์เป็นแบบลิมิตกําลังสองเฉลี่ยของผลรวม (ms)  แบบไรมานน์สไตล์เจส คือ 

 
0

1
1

( ) ( ) ms lim ( )[ ( ) ( )]
nt

i i it n i
f t dW t f W t W tτ −→∞

=

′ ′ = −∑∫                       (105) 

โดยที่ 1i i it tτ− ≤ ≤  และ เราแบ่งช่วงเวลาจาก 0t ถึง t  ออกเป็น n  ช่วงเวลาระหว่างกลาง 1 2, ,..., nt t t

เราสามารถพิสจูน์ได้ว่ามันขึ้นอยู่กับ ( )if τ ที่เราเลอืก มีแนวทางการเลือกที่นิยมกัน 2 แบบ คือ 

ก). แคลคูลสัแบบวิธีของอิโตะ ด้วย 1i itτ −=  

ข). แคลคูลสัแบบวิธีของสตราโตโนวิช ด้วย 1
1( ) [ ( ) ( )]
2i i if f t f tτ −= −  

จากข้อสมมติฐานข้างต้น เราจะได้เรียนรู้การคํานวณหาสิ่งต่างๆด้วยการใช้ทั้งแคลคูลสัแบบวิธีของอิโตะ
และแบบวิธีของสตราโตโนวิช 
สําหรับแคลคูลสัแบบวิธีของสตราโตโนวิช เรามี 

                    
0

1

1

( ) ( )(S) ( ) ( ) ms lim
2

nt i i
t n i

W t W tW t dW t −

→∞
=

+⎡ ⎤′ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫  

                                             2 2
1

1

1 lim ( ) ( )
2

n

i in i
W t W t −→∞

=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑  

                                             2 2
0

1 ( ) ( )
2

W t W t⎡ ⎤= −⎣ ⎦                                         (106) 

ซึ่งเป็นไปตามหลักการของแคลคูลสัธรรมดาที่ทราบกันดี 

ในทางตรงกันข้ามสําหรับแคลคูลัสแบบวิธีของอิโตะ 

                     1 1
10

(I) ( ) ( ') ms lim [ ( )][ ( ) ( )]
t n

i i in i

W t dW t W t W t W t− −→∞
=

= −∑∫  

                                          1
1

ms lim [ ( ) ( )]
n

i in i

W t W t−→∞
=

= Δ∑  

                                   { }2 2 2
1 1

1

1ms lim [ ( ) ( )] ( ) ( )
2

n

i i i in i

W t W t W t W t− −→∞
=

= + Δ − − Δ∑  

                   2 2 2
0

1

1 1[ ( ) ( )] ms lim ( )
2 2

n

in i

W t W t W t
→∞

=

= − − Δ∑                  (107) 

และเน่ืองจาก 

 2
0

1

1ms lim ( )
2

n

in i
W t t t

→∞
=

Δ = −∑                                             (108) 

ในที่สุดเราได้ 

 
0

2 2
0 0

1(I) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]
2

t

t
W t dW t W t W t t t′ ′ = − − −∫                               (109) 

ท้ายที่สุดสําหรบัการหาปริพันธ์แบบวิธีของอิโตะเราสามารถพิสูจน์ได้ว่า  
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 2 ( )dW t dt=                                                         (110) 

 2 ( ) 0NdW t+ =     สําหรับ 1, 2,3N =                             (111) 

จากสมบัติต่างๆข้างต้นเราพบว่า ~dW dt และเราสามารถมีได้แค่เพียงพจน์ 2dW ซึง่แตกต่างจาก
แคลคลูัสธรรมดาทั่วไป 
 
2.9 สูตรของอิโตะ 

พิจารณาฟังก์ชัน [ ( )]f x t เราจะแสดงที่มาของสูตรจากแคลคลูัสแบบวิธีของอิโตะ  

                       [ ( )] [ ( ) ] [ ( )]df x t f x t dx f x t= + −  

                                  21[ ( )] [ ( )]
2

f x t dx f x t dx′ ′′= +  

                       21[ ( )]{ ( , ) ( , ) } [ ( )]{ ( , ) ...
2

f x t a x t b x t dW f x t b x t dW′ ′′= + + +  

ประยุกต์ใช้สมการ(110) และ (111) จึงได้ 

 1[ ( )] ( , ) [ ( ) ( , ) [ ( )] ( , ) [ ( )]
2

df x t a x t f x t b x t f x t dt b x t f x t dW⎧ ⎫′ ′′ ′= + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

                 (112) 

สูตรดังกล่าวสามารถขยายไปสู่กรณีที่มมีิติสูงขึ้นได้โดยง่าย 

ตอนน้ีเราทําค่าเฉลี่ยให้แก่สตูรของอิโตะ 

                                  ( ) ( , ) ( )t
d f x dx P x t f x

dt
〈 〉

= ∂∫  

                                              2 ( , )
2x x
bdx a f f P x t⎡ ⎤= ∂ + ∂⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

และเมื่อทําการอินทิเกรตแยกส่วนและละทิง้พจน์เชิงพ้ืนผิว เราได้ 

 21( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
2t x xdxf x P x t dxf x aP x t bP x t⎡ ⎤∂ = ∂ − ∂⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

จึงได้สมการฟอกเกอร์-แพลงค์ คือ 

 2
0 0 0 0 0 0

1( ,  | , ) [ ( , ) ( ,  | , )]  [ ( , ) ( ,  | , )]
2t x xP x t x t a x t P x t x t b x t P x t x t∂ = −∂ + ∂             (113) 

ทํานองเดียวกัน สําหรับกรณีหลายตัวแปร หากเรามีสมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติก เป็น 

 (I) ( , ) ( , )d x t x t d= +x a b W                                             (114) 

โดยที่ dW เป็นกระบวนการไวเนอร์ที่มีn  องค์ประกอบ ดังน้ันสมการฟอกเกอร์-แพลงค์ แบบอิโตะ คือ 

                             0 0 0 0( ,  | , ) [ ( , ) ( ,  | , )]t i i
i

P t t t P t t∂ = − ∂∑x x a x x x  

                                  T
0 0

,

1 ( , ) ( ,  | , )
2 i j ij

i j
t P t t⎡ ⎤+ ∂ ∂ ⎣ ⎦∑ bb x x x               (115) 
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ดังน้ัน จากสัญลักษณ์ข้างต้น จึงได้ T=B bb  

ทํานองเดียวกัน สําหรับกรณีแคลคลูัสแบบวิธีสตราโตโนวิช จะได้ 

 S S(S) ( , ) ( , )d x t x t d= +x a b W                                        (116) 

เราจึงได้สมการฟอกเกอร์-แพลงค์แบบสตราโตโนวิช คือ 

                      S
0 0 0 0( ,  | , ) [ ( , ) ( ,  | , )]t i i

i
P t t t P t t∂ = − ∂∑x x a x x x  

 S S T
0 0

, ,

1 ( ) ( , ) ( ,  | , )
2 i ik j jk

i j k
t P t t⎡ ⎤+ ∂ ∂⎣ ⎦∑ b b x x x                 (117) 

เมื่อเปรียบเทียบระหว่างสมการฟอกเกอร์-แพลงค์ทั้งสองแบบ จะพบว่า 

 S T

,

1
2i i kj k ij

j k
= − ∂∑a a b b                                       (118) 

 S
ik ik=b b                                               (119) 

ความสัมพันธ์ในตอนน้ีบอกให้ทราบว่าถ้ากําหนดสมการฟอกเกอร์-แพลงค์ มันจะสอดคล้องกับสมการ
แลงเกแวงที่ถกูอินทิเกรตตามแนวทางแคลคูลัสแบบวิธีของอิโตะ ด้วยสัมประสิทธ์ิลอยเลื่อนa และการ
แพร่b  ตามลําดับ และเช่นกันสมการแลงเกแวงถูกอินทิเกรตตามแนวทางแคลคูลัสแบบวิธีของสตราโต
โนวิชนําไปสู่ Sa  และ Sb ซึ่งสอดคล้องกับสัมประสิทธ์ิลอยเลื่อนและการแพร่ตามลําดับเช่นกัน



 
 

บทท่ี 3 
วิธีการดําเนินการวิจัย 

 
การวิจัยมีลําดับขั้นตอนต่างๆ ดังต่อไปน้ี 
1. ศึกษาทฤษฎีปรากฏการณ์ความไม่เป็นเชิงเส้นของเส้นใยแก้วนําแสง 
2. ศึกษาทฤษฎีควอนตัมของแสง 
3. ออกแบบวงแหวนการส่ันพ้องแพนด้า 
4. วิเคราะห์ทดสอบการทํางานของระบบวงแหวนการสั่นพ้องแพนด้า 
5. สร้างแบบจาํลองอธิบายผลท่ีได้จากข้อ 4. 
6. ปรับปรุงแบบจําลองให้สอดคล้องกับข้อมูลที่ได้ย่ิงขึ้น 
7. สรุปผล เขียนรายงานการวิจัย และจัดทํารูปเล่ม 
8. เผยแพร่ข้อมูลงานวิจัยโดยผ่านการอบรมสัมมนา/เสนอผลงานการประชุมหรือการตีพิมพ์ลงใน 
   วารสารระดับชาติหรือนานาชาติ 
 
 

3.1 การสร้างสถานะสญุญากาศบีบอัด 

3.1.1 สถานะบีบอัด 

ในบทน้ีจะได้ให้มโนทัศน์ของสถานะบีบอัดสุญญากาศ โดยท่ีสถานะบีบอัดโมดเด่ียวสามารถลด
สัญญาณการรบกวนในควอเดรเจอร์หน่ึงของสนามไฟฟ้าลงได้ในปริภูมิเฟส ทฤษฎีโมดเด่ียวถูกขยายไปสู่
ทฤษฎีสองโมดซึ่งมโนทัศน์ของควอเดรเจอร์สองโมดที่จะได้เห็นต่อไป สถานะบีบอัดแบบสองโมดนิยาม
ว่าเป็นสถานะที่สัญญาณการรบกวนในควอเดรเจอร์แบบสองโมดมีค่าน้อยกว่าสถานะสุญญากาศ 
 ใช้วิธีการแบบสมดุลแบบโฮโมดายในการสงัเกตสถานะสุญญากาศบีบอัด และไมใ่ช่สัญญาณ
รบกวนในโมดเด่ียวแต่เป็นสัญญาณรบกวนแบบสองโมดที่ถูกวัดด้วยวิธีโฮโมดาย จึงได้กล่าวถึงทฤษฎี
ของวิธีการโฮโมดายในบทนี้ด้วย 

3.1.2 ทฤษฎีสนามไฟฟา้แบบโมดเดียว 

สนามไฟฟ้าที่ถูกควอนไทซ์แลว้แบบโมดเดียวในรูปแบบตัวแทนไฮเซนเบิรก์ เขียนแทนด้วย
สมการ 

 
0

1 2ˆ ˆ( , ) exp( ( )) h .c.
2

E z t a i t kz
V
ω ω

ε
⎡ ⎤

= − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

=   (120) 

โดยที่ , kω   และ V  คือ ความถ่ีเชิงมุม เลขคลืน่ และ ปริมาตรโมดของการควอนไทซ์ ตามลําดับ         
â  คือ ตัวดําเนินการทําลายของสนามและสอดคล้องกับความสัมพันธ์การสลับที ่
 †ˆ ˆ[ , ] 1a a =   (121) 
สมการ สามารถแปลงให้เป็น 
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 /2
0

2ˆ ˆ ˆ( , ) cos( ) sin( )E z t x t kz x t kz
V φ φ π
ω ω φ ω φ

ε +⎡ ⎤= − − + − −⎣ ⎦
=   (122) 

ด้วยตัวดําเนินการควอเดรเจอร์ 

 
†ˆ ˆˆ

2

i iae a ex
φ φ

φ

− +
=   (123) 

 
†

/2
ˆ ˆˆ

2

i iae a ex
i

φ φ

φ π

−

+

−
=   (124) 

ความสัมพันธ์การสลับที่ระหว่างควอเดรเจอร์ทั้งสองน้ี คือ 

 /2ˆ ˆ[ , ]
2
ix xφ φ π+ =   (125) 

ดังน้ัน ความสัมพันธ์ของความไม่แน่นอน คอื 

 2 2
/2

1ˆ ˆ( ) ( )
16

x xφ φ+Δ Δ ≥   (126) 

โดยที่สัญญาณการรบกวนหรือความแปรปรวนของควอเดรเจอร์ คือ 

 
22 2ˆ ˆ ˆ( )x x xφ φ φΔ = −   (127) 

3.1.3 สถานะสุญญากาศแบบโมดเดียว 

นิยามของสถานะสุญญากาศ 0  คือ  

 ˆ 0 0a =   (128) 

ค่าคาดหมายของสนามไฟฟ้าและกําลังสองของมัน คือ 

 ˆ0 0 0E =   (129) 

 2

0

ˆ0 0
2

E
V
ω
ε

=
=   (130) 

ตามลําดับ ดังนั้นสัญญาณการรบกวนของสนามไฟฟ้าถูกกําหนดโดย 

 2

0

ˆ0 ( ) 0
2

E
V
ω
ε

Δ =
=   (131) 

ค่าคาดหมายของควอเดรเจอร์ กําลังสองของมัน และสญัญาณการรบกวนควอเดรเจอร์ คือ 

 ˆ0 0 0xφ =   (132) 

 2 1ˆ0 0
4

xφ =   (133) 

 2 1ˆ0 ( ) 0
4

xφΔ =   (134) 

ตามลําดับ เน่ืองจากสถานะสุญญากาศสอดคล้องกับสมการ ดังน้ัน สถานะสุญญากาศจึงเป็นสถานะที่มี
ความไม่แน่นอนท่ีมีค่าตํ่าสุดเมื่อเทียบกับอีกควอเดรเจอร์หน่ึง 
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3.1.4 สถานะบีบอัดแบบโมดเดียว 

ทฤษฎีควอนตัมเปิดโอกาสให้กระจายควอเดรเจอร์สัญญาณรบกวนได้ พิจารณาสถานะที ่
2ˆ( )xφΔ   มีค่าน้อยกว่า ¼ ขณะที ่ 2

/2ˆ( )xφ π+Δ  มีคา่มากกว่า ¼ สถานะดังกล่าว เรียกว่า สถานะบีบ

อัด โดยสถานะบีบอัดโมดเดียว มีนิยามว่า  
 ˆ ( ) 0ss

Sψ η=   (135) 

โดยที่ตัวดําเนินการบีบอัดยูนิทารี 

 * 2 † 21ˆ ˆ ˆ( ) exp ( ) ,
2

i
sS a a re θη η η η⎡ ⎤⎡ ⎤= − =⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

  (136) 

เรียก r  ว่า พารามิเตอร์บีบอัด ตัวดําเนินการบีบอัดมีคุณสมบัติการแปลงที่มีประโยชน์ คือ 
 † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) cosh sinh ,i

s sS aS a r a e rθη η = −   (137) 

 † † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) cosh sinhi
s sS a S a r ae rθη η −= −   (138) 

โดยค่าคาดหมายของควอเดรเจอร์ xφ  สําหรับสถานะบีบอัด คือ 

 ˆ 0
s s

xφψ ψ =   (139) 

 2 1ˆ (cosh 2 cos( 2 )sinh 2 )
4s s

x r rφψ ψ θ φ= − −   (140) 

เมื่อ 2θ φ=  สญัญาณรบกวนจึงเขียนได้ว่า 

 2 21ˆ
4

r
s s

x eφψ ψ −=   (141) 

 2 2
/2

1ˆ
4

r
s s

x eφ πψ ψ+ =   (142) 

สถานะนี้สอดคล้องกับสมการ น่ันคือ สถานะบีบอัดเป็นสถานะหนึ่งที่มคี่าของความไม่แน่นอนตํ่าที่สุด
และมีสญัญาณรบกวนควอเดรเจอร์ 2ˆ( )xφΔ  มีค่าน้อยกว่าของสถานะสุญญากาศเมื่อ 0r >   

3.1.5 ทฤษฎีสนามไฟฟา้แบบสองโมด 

สนามไฟฟ้าแบบสองโมดประกอบด้วย ω δ±  สามารถเขียนได้ว่า 

 [ ]
0

1 2ˆ ˆ( , ) exp( (( ) )) . .
2 2

E z t a i t kz h c
V ω δ
ω ω δ

ε += − + − +
=   (143) 

               [ ]
0

1 2 ˆ exp( (( ) )) . .
2 2

a i t kz h c
V ω δ
ω ω δ

ε −+ − − − +
=   (144) 

โดยความสัมพันธ์การสลับที่ของตัวดําเนินการสนาม คือ 

 †ˆ ˆ, 1,a aω δ ω δ± ±⎡ ⎤ =⎣ ⎦   (145) 

 †ˆ ˆ, 0a aω δ ω δ±⎡ ⎤ =⎣ ⎦∓   (146) 
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สมการ สามารถเขียนได้ในรูป 

 
0

2ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) cos( ) ( , / 2)sin( )E z t X t kz X t kz
V
ω δ φ ω φ δ φ π ω φ

ε
⎡ ⎤= − − + + − −⎣ ⎦

=       (147) 

โดยที่แอมพลิจดูเฟสควอเดรเจอร์แบบสองโมด คือ 

 
( ) † ( ) ( ) † ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( , )

2 2

i t i t i t i ta e a e a e a eX
δ φ δ φ δ φ δ φ

ω δ ω δ ω δ ω δδ φ
− + + − − + − +

+ + − −+ + +
=   (148) 

 
( ) † ( ) ( ) † ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( , / 2)

2 2

i t i t i t i ta e a e a e a eX
i

δ φ δ φ δ φ δ φ
ω δ ω δ ω δ ω δδ φ π

− + + − − + − +
+ + − −− + −

+ =   (149) 

และความสัมพันธ์การสลับที่ระหว่างควอเดรเจอร์แบบสองโมด คือ 

 ˆ ˆ( , ), ( , / 2) ,
2
iX Xδ φ δ φ π⎡ ⎤+ =⎣ ⎦   (150) 

และอสมการหลักความไม่แน่นอน คือ 

 2 2 1ˆ ˆ( ( , )) ( ( , / 2))
16

X Xδ φ δ φ πΔ Δ + ≥   (151) 

3.1.6 สถานะบีบอัดแบบสองโมด 

เราเคยพิจารณาสถานะสุญญากาศบีบอัดแบบโมดเดียวแล้ว ตอนน้ีจะขยายแนวความคิดไปสู่
สถานะสุญญากาศบีบอัดแบบสองโมด โดยนิยาม 

 ˆ ( ) 0TT
Sψ η=   (152) 

โดยที่ ตัวดําเนินการการบีบอัดแบบสองโมด ˆ
TS   ถูกกําหนดโดย 

 † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) exp( * )TS a a a aω δ ω δ ω δ ω δη η η+ − + −= −  ,    ire θη =   (153) 

ด้วยความสัมพันธ์การสลับที ่

 † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ* , ,a a a a a aω δ ω δ ω δ ω δ ω δ ω δη η η+ − + − ±⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ ∓   (154) 

ซึ่งทําให้ได้สูตรที่มีประโยชน์มาก คือ 

 † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) cosh sinhi
T TS a S a r a e rθ

ω δ ω δ ω δη η± ±= − ∓   (155) 

ค่าคาดหวังของสัญญาณรบกวนควอเดรเจอร์แบบสองโมดและกําลังสองของมันตามลําดับ คือ  

 ˆ ( , ) 0,
T T

Xψ δ φ ψ =   (156) 

 2 1ˆ ( , ) (cosh 2 cos( 2 )sinh 2 )
4T T

X r rψ δ φ ψ θ φ= − −   (157) 

สัญญาณรบกวนควอเดรเจอร์แบบสองโมดถูกกําหนดโดย 
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 2 1ˆ( ( , )) (cosh 2 cos( 2 )sinh 2 )
4T T

X r rψ δ φ ψ θ φΔ = − −   (158) 

เมื่อ 2θ φ=  สญัญาณรบกวนควอเดรเจอร์ คือ 

 2 21ˆ( ( , )) ,
4

r
T T

X eψ δ φ ψ −Δ =   (159) 

 2 21ˆ( ( , / 2)) ,
4

r
T T

X eψ δ φ π ψΔ + =   (160) 

สัญญาณรบกวนควอเดรเจอร์ของสถานะสุญญากาศแบบสองโมด คือ 

 2 1ˆ0 ( ( , )) 0 ,
4T T

X δ φΔ =   (161) 

ดังน้ัน 2ˆ( ( , ))X δ φΔ  มีค่าน้อยกว่ากรณีของสถานะสุญญากาศเมื่อ 0r >   

 

3.2 พลศาสตร์ของสนามไฟฟ้าในท่อวงแหวนสัน่พ้องแพนด้า 

ให้ inE  , outE  สนามไฟฟ้าขาเข้าและขาออกท่ีวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าตามลําดับ จะได้

ความสัมพันธ์ 

 
2 2 2

2
2

1 (1 )
(1 ) 1

1 (1 ) (1 ) 2(1 ) 1 cos
out

in

E
E

κ γ τ
γ

γ κ τ γ κτ φ

⎡ ⎤⎡ ⎤− −⎣ ⎦⎢ ⎥= − −
+ − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

  (162) 

โดยที่ exp( / 2)Lτ α= −  คอื สัมประสทิธ์ิการสูญเสียความเข้มในการแผ่วนครบหน่ึงรอบของ
สนามไฟฟ้า , L  คือ ความยาวหรือเส้นรอบวงของวงแหวนแพนด้า , κ  คือ สัมประสิทธ์ิคู่ควบความเขม้
สนามไฟฟ้าที่บริเวณรอยต่อ และ γ  คือ สมัประสิทธ์ิคู่ควบการสูญเสียความเข้มสนามไฟฟ้า 
 

3.3 การประยุกต์วิธีโฮโมดายแบบสมดุลกับการสัน่แกว่งเฉพาะที่โมโนโครมาติก 

วิธีการโฮโมดายแบบสมดุลเชิงแสงเพ่ือวัดสัญญาณรบกวนควอเดรเจอร์ของสัญญาณแสง การ
จัดอุปกรณ์ดังรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 แสดงแผนภาพของเครื่องมือโฮโมดาย แสงตัวสั่นเฉพาะที่อยู่ในสถานะโคฮีเรนท์แบบโมดเด่ียว 
ค่ากําลังของความต่างกระแสไฟฟ้าถูกวัดโดยเคร่ืองวิเคราะห์สเปกตรัม 
 
สัญญาณแสง ˆsa  ผสมกับตัวแยกลําแสงด้วยตัวสั่นแกว่งโมโนโครมาติกเฉพาะที่ ˆLOa  ที่อยู่ในสถานะโคฮี

เรนท์ เอาท์พุททั้งสอง ,ˆA Ba  ถูกตรวจจับด้วยตัวตรวจจับโฟโตดีเทคเตอร์ PD A และ PD B ตามลําดับ 

และค่ากําลังเสปกตรัมของกระแสไฟฟ้าของแต่ละอันก็สามารถวัดได้ด้วยตัววิเคราะห์สเปกตรัม จาก
ความสัมพันธ์อินพุท เอาท์พุทของตัวแยกลําแสง BS สนามไฟฟ้าขาออกสามารถเขียนได้ว่า  

 { }1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
2A LO sa t a t ia t= +   (163) 

 { }1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
2B LO sa t ia t a t= +   (164) 

ตามลําดับ เน่ืองจากตัวสั่นเชิงแสงเฉพาะท่ี อยู่ในสถานะโคฮีเรนท์ ดังน้ัน ตัวดําเนินการการทําลายจึง
สามารถเป็นจํานวนเชิงซ้อนได้ 
 ˆ ( ) ,i t

LOa t e ωα −=   (165) 

 mono| | ie θα α=   (166) 

โดยปกติการสถานะสุญญากาศบีบอัดผลิตโดยผลึกไม่เชิงเส้นจะมีการกระจายความถ่ีในช่วง 
10 MHzωΔ >  อย่างไรก็ตามเราสามารถละทิ้งองค์ประกอบความถี่ของสนามไฟฟ้าสัญญาณอ่ืน 
( )ˆ i ta e ω δ

ω δ
±

±  เน่ืองจากตัวแยกสเปกตรัมวัดกําลังของบีตส์ δ  ดังน้ัน สนามไฟฟ้าของสัญญาณจงึ

สามารถเขียนได้ว่า  
 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ( ) i t i t

sa t a e a eω δ ω δ
ω δ ω δ

− + − −
+ −= +   (167) 

แทนสมการ และ ลงในสมการ และ จะได้ 

 ( )( ) ( )1ˆ ˆ ˆ( )
2

i t i t i t
Aa t e ia e ia eω ω δ ω δ

ω δ ω δα − − + − −
+ −= + +   (168) 

 ( )( ) ( )1ˆ ˆ ˆ( )
2

i t i t i t
Ba t e a e a eω ω δ ω δ

ω δ ω δα − − + − −
+ −= + +   (169) 

ความแตกต่างระหว่างกระแสไฟฟ้าระหว่าง PD A และ PD B กําหนดโดย 

                          † †ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ) ( ) ( ) ( ))A A B BI C a t a t a t a tΔ = −   

 † †ˆ ˆ ˆ ˆ* ( * )i t i tiC a a e a a eδ δ
ω δ ω δ ω δ ω δα α α α−
+ − − +⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦   

                               ( ( /2)) † ( ( /2))
mono ˆ ˆi t i tC a e a eδ θ π δ θ π

ω δ ω δα − + − + −
+ +⎡= +⎣   

                                  ( ( /2)) † ( ( /2))ˆ ˆi t i ta e a eδ θ π δ θ π
ω δ ω δ

− − + − − + −
− − ⎤+ + ⎦   

                               mono
ˆ2 2 | | ( , / 2)Xα δ θ π= −   (170) 
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โดยที่ ควอเดรเจอร์แบบสองโมด ˆ ( , )X δ θ  นิยามตามสมการ (52) จากทฤษฎีไวเนอร์-ขินท์ไชน์ 

(Wiener - Khintchine) ฟังก์ชันสเปกตรัมความหนาแน่น monoŜ  ของ ÎΔ  นิยามว่า  

 mono
1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) cosS d I t I tδ τ τ δ τ
π

∞

−∞

′ ′= Δ Δ +∫   (171) 

แทนสมการ (73) ลงในสมการ (74) จะได้ 

 2 2
mono mono

ˆ ˆ( ) 8( | |) ( , / 2) ( )S C Xδ α δ θ π δ δ δ′ ′= − −   (172) 

โดยที่ ( )δ δ δ′ −  คือ ดิแรกเดลต้าฟังก์ชัน ถ้าสนามไฟฟ้าของสัญญาณอยู่ในสถานะสุญญากาศ ดังน้ัน 
สัญญาณรบกวนที่วัดได้ คือ  

 2
mono monovac

ˆ ( , ) 2 | |)S Cδ θ α=   (173) 

สเปกตรัมกําลงัของความต่างกระแสไฟฟ้าซึง่ทําให้ปกติแลว้ด้วยระดับสัญญาณรบกวนสญุญากาศ คือ 

 2
mono

ˆ ˆ4 ( , / 2)S X δ θ π= −   (174) 

ยังพบอีกว่า สัญญาณรบกวนควอเดรเจอร์จากทิศทางต่างๆสามารถวัดได้โดยการเปลี่ยนเฟสของตัวสั่น
เฉพาะที่ 

เมื่อสัญญาณของสถานะ ψ  เป็นสถานะสุญญากาศบีบอัดแบบสองโมด ค่าคาดหวังของ

สเปกตรัมกําลงัเขียนได้ว่า  
 mono

ˆ ( , ) cosh 2 cos( 2 )sinh 2S r rψ δ θ ψ φ θ π= − − +   (175) 

โดยที่ φ  คือ เฟสของสนามไฟฟ้าท่ีถูกป๊ัมเข้ามาในกระบวนการขยายสัญญาณเชิงแสงพาราเมตริก ถ้าไม่
มีการสูญเสียใดๆเกิดขึ้น เราสามารถให้ φ π=  รปูที่ 3.2 แสดงความไม่อิสระของกําลังสัญญาณรบกวน
ที่ปกติแล้วต่อเฟสของตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่ θ  เมื่อพารามิเตอร์บีบอัด 0.3r =  การบีบอัดสูงสุด คือ -2.6 
dB และการต่อต้านการบีบอัด คือ +2.6 dB สามารถสังเกตได้เมื่อ 0θ =  และ / 2θ π=  ตามลําดับ 
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รูปที่ 3.2 ความไม่อิสระของกําลังที่ปกติแลว้ที่ขึ้นกับมุมเฟสของการสั่นเฉพาะที่ มคี่าพารามิเตอร์บีบอัด 
0.3r =  กําลังของสัญญาณรบกวนที่เป็นปกติแล้วมีหน่วยเป็นเดซิเบล (dB) ซึ่งได้มาจากสูตร 

10
ˆ10 log S   

 

3.4 การเหลื่อมทับกันเชิงปริภูมิของลําแสงสัญญาณกับตัวสั่นเฉพาะที ่

ที่ผ่านมาเรายังไม่ได้พิจารณาโมดปริภูมิของสัญญาณแสงและแสงของตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่ซึ่ง
ในทางแฝงแลว้ต้องมีอยู่เช่นเดียวกัน เน่ืองจากวิธีโฮโมดายวัดสัญญาณควอเดรเจอร์ของสนามไฟฟ้าของ
โมดปริภูมิว่าเป็นของตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่ ซึ่งการเหลื่อมซ้อนทับกันเชิงปริภูมิระหว่างสัญญาณแสงและ
ตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่มีความสําคัญมาก ให้ ξ  เป็นการเหลื่อมซ้อนทับกันระหว่างการสั่นเฉพาะที่กบั
ลําแสงสญัญาณ ตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่แบ่งออกเป็นสองโมด ดังน้ี 

 2ˆ ˆ ˆ1 ,LO LO LOa a aξ ξ ⊥= + −&   (176) 

โดยที่ โมดปริภูมิของ ˆLOa&  มีค่าเช่นเดียวกับลําแสงสัญญาณขณะที่โมดปริภูมิของ ˆLOa⊥  ต้ังฉากกับของ

ลําแสงสญัญาณ สมการ (66) และสมการ (67) สามารถอนุพัทธ์ต่อไปสู่สองโมด ได้ คือ 

 { }1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
2A LO Sa t a t ia t= +& & &   (177) 

 { }1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
2B LO Sa t ia t a t= +& & &   (178) 

 { }1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
2A LO Sa t a t ia t⊥ ⊥ ⊥= +   (179) 

 { }1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .
2B LO Sa t ia t a t⊥ ⊥ ⊥= +   (180) 
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ดังน้ัน ตัวดําเนินการทําลายของตัวสั่นเฉพาะที่ในส่วนที่ต้ังฉากและส่วนที่ขนานในสถานะโคฮีเรนท์ จึง
เขียนได้ว่า 

 ˆ ( ) ,i t
LOa t e ωξα −=&   (181) 

 2ˆ ( ) 1 ,i t
LOa t e ωξ α⊥ −= −   (182) 

ตามลําดับ กําลังของความต่างของกระแสไฟฟ้า คือ 

 2 2
mono mono mono

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) (1 ) ( , ),S S Sδ θ ξ δ θ ξ δ θ⊥= + −&   (183) 

โดยที่  
 ( ) ( ) 2

mono mono
ˆ ˆ( , ) 8( | | X ( , )) ,S Cδ θ α δ θ⊥ ⊥=& &   (184) 

โดยที่ ( )X̂ ⊥&  คือ สญัญาณรบกวนควอเดรเจอร์ของโมดขนาน(ต้ังฉาก)กับตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่ เน่ืองจาก
สถานะที่ต้องกระทําคือสถานะสุญญากาศด้วยตัวดําเนินการ X̂ ⊥   ดังนั้น สเปกตรัมกําลังที่ปกติแล้วของ
ความแตกต่างกระแสไฟฟ้า จึงเขียนได้เป็น  

 2 2 2
mono

ˆ ˆ( , ) 4 ( ( , )) 1S Xδ θ ξ δ θ ξ= + −&   (185) 

ซึ่งสามารถขยายไปสู่กรณีสญุญากาศบีบอัดที่สูญเสียความเข้ม L  ก่อนที่จะมาถึงตัวตรวจจับสัญญาณโฮ
โมดายได้ สเปกตรัมกําลังที่ปกติแล้วจึงเขียนได้ว่า  

 2 2
mono

ˆ ˆ( , ) 4 ( ( , )) 1 ,S Xδ θ ζ δ θ ζ= + −&   (186) 

โดย 2(1 )Lζ ξ= −  คือ ปัจจยัสัมประสิทธ์ิการตรวจจับ รูปที่ 3.3 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างสเปกตรัม
กําลังและ θ  เฟสของตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่ เมื่อพารามิเตอร์บีบอัด 0.3r =  ค่าสภาพที่จะมองเห็นได้ 

0.95ξ =  และค่าการสญูเสีย 0.2L =   ค่าการบีบอัดสูงสุด (-1.7 dB) และค่าต่อต้านการบีบอัด (+2.0 
dB) ถูกสังเกตได้โดยการปรับค่าเฟสของตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่ สังเกตว่าระดับการบีบอัดลดลง 0.9 dB 
(=2.6 dB – 1.7 dB) ขณะทีร่ะดับการต่อต้านการบีบอัดลดลงเพียง 0.6 dB (=2.6 dB – 2.0 dB) การ
บีบอัดจึงมีความไวต่อการสูญเสียหรือค่าสภาพที่จะมองเห็นมากกว่าการต่อต้านการบีบอัด 
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รูปที่ 3.3 กราฟความสัมพันธ์ระหว่างสเปกตรัมกําลังซึ่งข้ึนกับมุมเฟสของการสั่นเฉพาะที่ ค่าพารามิเตอร์
การบีบอัด 0.3r =  สภาพมองเห็นได้ 0.95ξ =  และการสญูเสีย 0.2L =   
 
 ในทฤษฎีควอนตัมของการแผ่รังสีการสญูเสียไม่ได้ทําให้เกิดการลดค่าของจํานวนโฟตอนแต่ยัง
มีความเกี่ยวข้องกับสัญญาณการรบกวนสุญญากาศ พิจารณาสถานะสูญญากาศบีบอัดบริสุทธ์ิซึ่งมี
สัญญาณการรบกวนควอเดรเจอร์ เป็น 

 2 21 1ˆ ˆ0 0
8 2

x xφ φ
⎛ ⎞= = ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (187) 

 ( )2 2
/2

1ˆ ˆ2 0 0
2

x xφ π φ+ = = ×   (188) 

ตามลําดับ กล่าวอีกอย่าง ระดับการบีบอัดและการต่อต้านการบีบอัดของสถานะสุญญากาศบีบอัด คือ -
3.0 dB และ +3.0 dB ตามลําดับ ถ้าครึ่งหนึ่งของสุญญากาศการบีบอัดถูกดูดกลืนและสัญญาณรบกวน
สุญญากาศถูกฉีดเข้าใส่สถานะดังรูปที่ (3.4) สัญญาณรบกวนควอเดรเจอร์เปลี่ยนแปลงค่า ดังน้ี  

 2 1 1 3ˆ 0.5 0.5 ,
8 4 16

xφ → × + × =   (189) 

 2
/2

1 1 3ˆ 0.5 0.5 ,
2 4 8

xφ π+ → × + × =   (190) 

ตามลําดับ กล่าวอีกอย่าง ระดับการบีบอัดและต่อต้านการบีบอัดของสถานะสุญญากาศเปลี่ยนจาก -1.2 
dB และ +1.8 dB ตามลําดับ ขณะที่ระดับการบีบอัดเปลี่ยนแปลง 1.8 dB ระดับการต้านการบีบอัด
ลดลงเพียง 1.2 dB ความแตกต่างเพ่ิมขึ้นถ้าระดับการบีบอัดเริ่มต้นมีค่าสูงกว่า ระดับสถานะสูงๆ
สุญญากาศบีบอัดมีความไวต่อการสูญเสียอย่างมาก จากการพิจารณา การบีบอัดมากกว่า -3 dB ไม่
สามารถบรรลุได้ด้วยการมีอยู่ของการสูญเสยี 50% 

 
 

รูปที่ 3.4 ไดอะแกรมการสญูเสีย สถานะสญุญากาศบีบอัด -3 dB มีค่าการสูญเสีย 0.5L =  หลังจาก
การดูดกลืนระดับการบีบอัดที่สังเกตได้ลดลงเป็น -1.2 dB 
 
 การข้ึนอยู่ของการบีบอัดและการต่อต้านการบีบอัดสูงสุดต่อสัมประสิทธ์ิการตรวจจับ แสดงใน
รูปที่ 3.5 ด้วยพารามิเตอร์การบีบอัด 0.3r =   
 

(+3.0 dB)

(-3.0 dB)

(0 dB)

)Bd 2.1-()Bd 0(

(+1.8 dB)

/2x̂φ π+ /2x̂φ π+ /2x̂φ π+

x̂φx̂φ x̂φ
0.5 X 0.5 X

1/8 1/4 3/16

3/8
1/4

1/2
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รูปที่ 3.5 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างสเปกตรัมกําลังและประสิทธิภาพการตรวจจับ ζ  โดยมี
ค่าพารามิเตอร์การบีบอัด 3r =   
 

3.5 การสร้างสถานะสญุญากาศบีบอัดด้วยวิธีเรโซแนนท์ 

การสร้างสถานะบีบอัดจะต้องเซตเครื่องมือออกเป็น 2 ส่วนหลัก คือ ดับเบลอร์ และ ตัวขยาย
พาราเมตริกซ์เชิงแสง(ตัวบีบอัด) จึงต้องศึกษาทฤษฎีทัศนศาสตร์ไม่เชิงเส้นลําดับที่สองในโพรง 

3.5.1 โครงสร้างการแผข่องคลืน่ในตัวกลางไม่เชิงเสน้ 

เมื่อฉายแสงตกกระทบตัวกลางที่ตอบสนองต่อแสงแบบไมเ่ชิงเส้น แสงจะไปเหน่ียวนําให้
ตัวกลางเกิดโพลาไรเซชันขึ้น ซึ่งจะเป็นสัดส่วนกับระดับขนาดที่สองหรือสูงกว่าของสนามไฟฟ้า ดังนั้น 
โพลาไรเซชันจึงประกอบด้วยสองส่วนหลัก คือ ส่วนที่ตอบสนองต่อแสงแบบเชิงเส้น LP  และแบบที่

ตอบสนองต่อแสงไม่เป็นเชิงเส้น NLP  โดยที่โพลาไรเซชันรวม เขียนได้ว่า 

 L NLP P P= +   (191) 

โดยที่ 
 (1)

0 ,LP ε χ= ⋅E   (192) 

 (2) (3)
0 0 ...NLP ε χ ε χ= ⋅ + ⋅ +EE EEE   (193) 

โดยที่ ( )iχ  คือ คา่ความอ่อนไหวทางไฟฟ้าลําดับที่ i  ซึ่งโดยทั่วไปเป็นเทนเซอร์ลําดับที่ 1i +  จาก
สมการแม็กซเวลล์ การแผ่ของคลื่นแม่เหลก็ไฟฟ้าในตัวกลาง คือ 

 
22

2
0 02 2

NLPEE
t t

μ ε μ ∂∂
∇ − =

∂ ∂
  (194) 

โดยที่ (1)
0 (1 )ε ε χ= +  เราสนใจเพียงผลเฉลยของความไม่เป็นเชิงเส้นของตัวกลางในลําดับที่ 2 เท่าน้ัน 

สมมติว่าเราสนใจเฉพาะผลเฉลยแบบคล่ืนระนาบที่มีโพลาไรซ์ตามแนวแกน x  เท่าน้ัน และคลื่นกําลงั
แผ่ไปตามแนวแกน z  ด้วยความถี่ 1 2,ω ω  และ 3ω  ดังน้ี 

 1 1 1( ) ( )
1

1( , ) ( ) . .,
2

i t k zE z t E z e c cω ω −= +   (195) 

antisqueezing

squeezing

0
0.2

0.4 0.6 0.8 1

1

2

3

-3

-2

-1

 N
or

m
al

riz
ed

 N
oi

se
 P

ow
er

 (d
B)

ζ



31 
 

 2 2 2( ) ( )
2

1( , ) ( ) . .,
2

i t k zE z t E z e c cω ω −= +   (196) 

 3 3 3( ) ( )
3

1( , ) ( ) . .,
2

i t k zE z t E z e c cω ω −= +   (197) 

โดยที่ iE  คือ แอมพลิจูดเชิงซ้อนที่แปรคา่อย่างช้าๆ และเราได้ละทิ้งส่วนที่ขึ้นกับเวลาของมันด้วย 

ดังน้ัน สนามไฟฟ้าช่ัวขณะ คือ  

 31 2 ( )( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )E z t E z t E z t E z tωω ω= + +   (198) 

เพ่ือท่ีจะควบสนามผ่านโพลาไรซ์ไม่เชิงเส้น เราสมมติว่า 3 1 2ω ω ω= +   และยังสมมติให้ (2)χ  เป็น

ปริมาณสเกลาร์ และ P  มีทิศทางขนานกับแกน x  สมการ (96) จึงเขียนใหม่ได้ว่า 

 
2 2

2 (2) 2
0 0 02 2

( , )( , ) ( ( , ) )E z tE z t E z t
t t

μ ε μ ε χ∂ ∂
∇ − =

∂ ∂
  (199) 

เมื่อใช้การประมาณให้แอมพลิจูดแปรค่าช้ามากๆและการประมาณเฟส จึงได้สมการพ้ืนฐานอธิบาย
อันตรกิริยาลําดับที่ 2 คือ 

 3 2 1( )(2) *01 1
0 3 2 ,

2
i k k k zdE i E E e

dz
μω ε χ
ε

− − −= −   (200) 

 3 2 1

*
( )(2) *02 2

0 2 3 ,
2

i k k k zdE i E E e
dz

μω ε χ
ε

− + +=   (201) 

 3 2 1( )(2)3 3 0
0 1 2 .

2
i k k k zdE i E E e

dz
ω μ ε χ

ε
− + += −   (202) 

3.5.2 การผลติฮาร์มอนิกเชงิแสงลาํดับที่ 2 

ผลึกไมแ่ผ่รังสด้ีวยตัวเองแบบไม่เชิงเส้นเมื่อกระตุ้นด้วยแสงเลเซอร์หรือเรียกสั้นๆว่าแสง
พ้ืนฐานทําให้เกิดคลื่นฮาร์โมนิกลําดับที่ 2 กระบวนการน้ีอธิบายได้ด้วยสมการ (200) – (202) ความถี่
แสงพื้นฐานคือ ω  และแอมปลจิูดคือ ( )ωE  ดังน้ัน จึงให้ 1 2ω ω ω= =  และ ( )

1 2
ω= =E E E  แสงฮาร์

โมนิกลําดับที่ 2 คือ (2 )
3

ω=E E  และ 3 2ω ω=  สมการ (202) แปลงไปเป็น 

 (2) ( ) 20
0

(2 )

( ) i kzd i e
dz

ω
ωμω ε χ

ε
Δ= −

E
E   (203) 

โดยที่ 3 12k k kΔ = −  เมื่ออินทิเกรตสมการนี้จะได้แอมปลจิูดของแสงฮาร์โมนิกลําดับที่ 2 ที่ผิวหน้าของ

ผลึก z d=  คือ  

 (2 ) (2) ( ) 20
0

1( ) ( )
i kded i
i k

ω ωμω ε χ
ε

Δ −
= −

Δ
E E   (204) 

และกําลังแสงเอาท์พุทของฮาร์โมนิกลําดับที่ 2 คือ 
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                      (2 ) (2 ) 2
0

1( ) | |
2

d cω ωε=I E   

 (
3/2 2

(2) )2 2 20
0 2

sin ( / 2)( ) ( )
( / 2)

kdd
kd

ωμ ωε χ
ε

Δ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠
I   (205) 

กําลังของแสงฮาร์โมนิกลําดับที่ 2 เป็นสัดสว่นโดยตรงกับกําลังสองของแสงพ้ืนฐาน จึงนิยาม สัมประสิทธ์ิ
การผันกลับ ดังน้ี  

 
(2 )

( )

3/2 2
(2) 2 20

02 2

sin ( / 2)( )
( ) ( / 2)

kdd
kd

ω

ω

μη ωε χ
ε

Δ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

I
I

  (206) 

และนิยามปัจจยัการสูญเสียจากการผันกลับ คือ 

 
3/2 2

(2) 2
(2 )

( )
(

0
0 2)

2 sin ( / 2)( )
( / 2)

kdd
kd

ω
ω

ω

μβ ωε χ
ε

Δ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

I
I

I
  (207) 

3.5.3 การเทียบเฟสเสมือน 

เฟสของการโพลาไรเซชันไม่เชิงเส้นวิวัฒน์ด้วยขนาด 12k  และของคลื่นไฟฟ้าด้วยขนาด 3k  ซึ่ง 

3 12k k kΔ = −  คือ ความคลาดของเลขคลื่นของโพลาไรเซชันไม่เชิงเส้นจากคลื่นไฟฟ้า เมื่อ 1 32k k=  

เฟสเหล่าน้ีนําไปสู่ลําดับข้ันตอน เง่ือนไขน้ีถูกอ้างว่าเป็นการเทียบเฟส ในขณะทีค่วามเข้มของสนาม
เพ่ิมขึ้นเป็นสัดส่วนตาม 2z  เมือ่ 0kΔ =  ฟังก์ชันของความเข้มสนามมีลักษณะเป็นคาบเมื่อ 0kΔ ≠  
ดังน้ัน ความเข้มก็ไม่เลือนจางไป 
 ดัชนีหักเหเพ่ิมขึ้นอย่างปกติกับค่าω  หรือ k  ในที่น้ีจะใช้เทคนิคของยาริฝ ซึ่งเป็นวิธีของการ
เทียบเฟส โดยใช้ผลึกท่ีไม่เป็นเชิงเส้นแล้วทําการมอดูเลตแบบมีคาบเป็นช่วงๆโดยการย้อนทิศทางของ
แกนหลักอย่างเป็นคาบ สัมประสิทธ์ิไม่เชิงเส้น (2) ( )zχ  สามารถกระจายในรูปของอนุกรมฟูริเยร์ คือ 

 (2) (2)
0

2( ) exp ,m
m

z a im zπχ χ
∞

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥Λ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑   (208) 

โดยที่ 

 
(2)

(2)
00

1 ( ) 2expm
za im z dzχ π

χ

Λ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠∫   (209) 

และ Λ  คือคาบของ (2) ( )zχ  แทนค่าสมการ (208) ลงในสมการ (200) จะได้ 

 *(2)011
3 2 2 10 0 3

2exp
2

i m k k k zd i
dz

μω ε χ
ε

π⎡ ⎤⎛ ⎞− + +⎜ ⎟= − ⎢ ⎥Λ⎝ ⎠⎣ ⎦

E
E E   (210) 

ถ้ามีจํานวนเต็ม m  ที่สอดคล้องกับเง่ือนไข 

 3 2 1
2m k k kπ

= − −
Λ

  (211) 

การเทียบเฟสก็เป็นจริง ถ้า (2) ( )zχ  เร่ิมจาก (2)
0χ   ถึง (2)

0χ−   ทกุๆค่าของ / 2Λ  ซึ่งจะได้ 
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 1 cos
m

ma
m

π
π

−
=   (213) 

ถ้าเลือก 1m =  สัมประสิทธ์ิไม่เชิงเส้นจึงเขียนได้ว่า 

 (2) (2) (2)
1 0 0

2
eff aχ χ χ

π
= =   (214) 

3.5.4 เงื่อนไขที่ดีที่สุดในการโฟกัสลําแสงลงใส่ผลึกที่ไม่เป็นเชิงเส้น 

ลําแสงเกาเซียนซึ่งมีภาคตัดขวางจํากัดมีช่วงความยาวโฟกัสร่วม 2
0 0 /z nπω λ=  เป็นตัวบอก

ระยะทางจากเอวของลําแสงซึ่งพ้ืนที่ของลําแสงมีค่าเป็นสองเท่าของช่วงเอวลําแสง ถ้าละทิ้งการบาน
ออกของลําแสงจะได้สัมประสิทธ์ิการผันกลบั คือ 

 
3/2 (2) 2

0 0
2 2
0

( ) sin ( / 2)
( / 2)

d kd
kd

μ ωε χη
ε πω

Δ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠
  (215) 

3.6. แฮมิลโตเนียนของระบบ 

เมื่อโฟตอนโมดป้ัมมีอันตรกิริยากับผลึกที่มกีารตอบสนองต่อลําแสงเลเซอร์พลังงานสูงที่ตก
กระทบแบบไมเ่ชิงเส้นระดับพลังงานของอะตอมผลึกก็ถูกกระตุ้นขึ้นไปอยู่ในสถานะกระตุ้นจนกระทั่ง
อะตอมของผลึกท่ีไม่สมมาตรได้ปลดปล่อยโฟตอนออกมาสองโมด ได้แก่ โฟตอนโมดสัญญาณ ( s ) 
และโฟตอน      โมดนิ่งเฉย ( i )  ออกมา สามารถเขียนแฮมิลโตเนียนของอันตรกิริยาน้ีซึ่งเรียกว่า การ
ผสมโฟตอนแบบสี่โมด ได้ว่า 

 ( )(3) † † 2 † 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆs i p s i pi a a a a a aχ= −=H   (216) 

เมื่อ † † †ˆ ˆ ˆ, ,s i pa a a  คือ ตัวดําเนินการการสร้างโฟตอนโมดสัญญาณ โมดน่ิงเฉย และโมดป๊ัม ตามลําดับ 

เมื่อนําสมการ(216) เพ่ือศึกษาการวิวัฒน์ในเวลาของตัวดําเนินการทั้งสามโมด จาก  

 ˆˆ ˆ[ , ]di H
dt
ρ ρ==   (217) 

เมื่อ ρ̂  คือ ตัวดําเนินการเมตริกซ์หนาแน่นของระบบ ซึ่งมีความสัมพันธ์กับ ความน่าจะเป็นของการ
เลื่อนสถานะของโฟตอน ( , )P +α α  ในปริภูมิจํานวนเชิงซ้อน ดังน้ี 

 ˆˆ ( , ) ( , ) ( , )P dρ μ+ + += Λ∫ α α α α α α
D

  (218) 

เมื่อ ( , , )p s iα α α≡α  และ ( , , )p s iα α α+ + + +≡α และ 

 
( )*ˆ ( , )

( )*

+
+

+
Λ =

α α
α α

α α
  (219) 

จึงทําให้ได้สมการการวิวัฒน์ของตัวดําเนินการที่สอดคล้อง คือ 

 (3) 2 (3)
1/ 2 ( )s i p p t

t
α χ α α χ α ξ+∂

= +
∂

  (220) 
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 (3) 2 (3)
2/ 2 ( )s i p p t

t
α χ α α χ α ξ+ + +∂

= +
∂

  (221) 

 (3) 2 (3)
3/ 2 ( )i s p p t

t
α χ α α χ α ξ+∂

= +
∂

 (222)  

 (3) 2 (3)
4/ 2 ( )i s p p t

t
α χ α α χ α ξ+ + +∂

= +
∂

  (223) 

 (3) 2 (3)
5 ( )p s i p s i t

t
α χ α α α χ α α ξ+∂

= − +
∂

  (224) 

 (3) (3)
6 ( )p s i p s i t

t
α χ α α α χ α α ξ+ + + + +∂

= − +
∂

  (225) 

โดยที่ สหสมัพันธ์ของสัญญาณการรบกวน คือ 

( ) ( ) ( )i j ijt t t tξ ξ δ δ′ ′= −  โดยม ี 0jξ =  โดยที่ , 1, 2,..., 6i j =             (226) 

ซึ่งสมการการคู่ควบการวิวัฒน์ของตัวดําเนินการโมดเหล่าน้ีจะถูกนําไปแก้โดยการวิเคราะห์เชิงตัวเลข 
หาค่าต่อไปในบทท่ี 4  
 ผลสืบเน่ืองที่เกิดขึ้น คือ หากวงแหวนสั่นพ้องแพนด้ามีสภาวะที่พอเหมาะ กล่าวคือ การ
เปลี่ยนแปลงไปมาระหว่างกันของโฟตอนทั้งสามโมด จะตรงกับกฎอนุรักษ์พลังงานและโมเมนตัม โฟ
ตอนสถานะเกี่ยวพันกันในโมดสัญญาณและโมดนิ่งเฉยก็เกิดขึ้นตามมา และสถานะเกี่ยวพันกันของโฟ
ตอน เขียนในรูปสมการเบลลใ์นแบบสมมาตร ได้คือ 

 ( ) ( )1
2 s i s i

ψ ± = + ⊗ − ± − ⊗ +   (227) 

และสถานะแบบ อสมมาตร 

 ( ) ( )1
2 s i s i

φ ± = + ⊗ + ± − ⊗ −   (228) 

สมการเหล่าน้ีซึ่งมีประโยชน์มากในการประยุกต์ใช้ทางด้านสารสนเทศเชิงควอนตัมต่อไป ดังน้ัน จึง
จําเป็นต้องทดสอบบรรทัดฐานการมีสหสมัพันธ์ระหว่างกันของตัวดําเนินการที่เก่ียวข้อง โดยอาศัย
เง่ือนไขการเข้าคู่กันของความแปรปรวนค่าน้อยสุด nfiV  ของตัวดําเนินการ ˆ

iX  และ îY  ตามอสมการ

ของเบลล์ ดังน้ี 

 inf infˆ ˆ( ) ( ) 1i iV X V Y <   (229) 

ซึ่งในอสมการนี้ จะนํามาประยุกต์ใช้เพ่ือตรวจสอบค่าความสมมูลของตัวดําเนินการในโมดสัญญาณและ 
โมดนิ่งเฉย ซึ่งจะวิเคราะห์เชิงตัวเลขตามเง่ือนไขของอสมการน้ีต่อไปในบทท่ี 4 
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3.7 สหสัมพนัธ์การบบีอัดภายนอก 

ในทฤษฎีการรบกวนตํ่ากว่าขีดกระตุ้น สเปกตรัมของสนามบีบอัด 1y  ซึ่งอยู่ในรูป 1 1 1 2( ) ( )y yΩ Ω� �  

โดยที่  

              (1) (1)
1 1 1 2 1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )y y y yΩ Ω = Ω Ω +� � � �   

 2 (1) (3)
1 2 1 1 1 2( ) ( ) [ ] ...g y yΩ Ω + Ω ↔Ω +� �   (230) 

อาศัยหลักของทฤษฎีการรบกวนอันดับที่ 1 ผลของการบีบอัดเชิงเส้นจึงกําหนดได้เป็น 

 1 2
1 1 1 2 2 2

1

2 ( )( ) ( )
[ (1 ) ]

y y εδ
ε

Ω +Ω
Ω Ω = −

Ω + +
� �   (231) 

ในทํานองเดียวกัน ส่วนเติมเต็มของสเปกตรัมแบบไม่บีบอัด คือ 

 (1) (2) 1 2
1 1 1 2 2 2

1

2 ( )( ) ( )
[ (1 ) ]

x x εδ
ε

Ω +Ω
Ω Ω = −

Ω + −
� �   (232) 

สมการสเปกตรัมที่สมบูรณ์กรณีการบีบอัดทั้งแบบเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น คือ 

                         
2 2 2 2

2 2 2 2 2

(1 ) 4( )
(1 ) [ (1 ) ]

gV ε ε κ
ε ε

Ω + −
Ω = +

Ω + + Ω + +
  

 
2 2 2 2

2 2 2

( 1 ) (1 )(1 )
2 (1 ) (1 )[ (1 ) ]

ε ε κ ε
εκ ε ε ε κ

⎧ Ω + − − + + −Ω
× +⎨ + + Ω + − +⎩

  

                                    
2

2 2

(1 )(1 )
(1 )[ (1 ) ]

ε κ ε
ε ε κ

⎫+ + + −Ω
− ⎬+ Ω + − + ⎭

  (233) 

โดยที่ 12 /ω κΩ =  และ 
2

1 2

2
/ 2

g χ
κ κ

=  และ และ 1 2,κ κ  คือ อัตราการสลายตัว กราฟแสดง

ความสัมพันธ์ระหว่าง ( )V Ω  และ Ω  ด้วยค่า ε  และ κ  ต่างๆท่ีเกี่ยวข้อง ซึ่งจะวิเคราะห์ตามเง่ือนไข
ของสมการน้ีต่อไปในบทท่ี 4 

 
 



 
 

บทที่ 4 
ผลการวิเคราะห์ข้อมูล 

 

4.1 ผลการวิเคราะห์สมการเชิงตัวเลข 

ผลเฉลยเชิงการวิเคราะห์เชิงตัวเลขของสมการ (224) – (229) ของตัวดําเนินการโฟตอนในโมด
สัญญาณในสภาวะสมดุลความร้อน ที่อุณหภูมิ 303 K ด้วยเง่ือนไขค่าเริ่มต้น ณ เวลา (0)sα   สามารถ

แสดงได้ดังรูปที่  
 

 
รูปที่ 4.1 แสดงการวิวัฒน์ตามเวลาของตัวดําเนินการโฟตอนในโมดสัญญาณ ( )s tα  ณ เวลา t  ใดๆ 

 
และยังพบว่า ตัวดําเนินการโฟตอนโมดสัญญาณน้ีมกีารแจกแจงความน่าจะเป็นที่ปกติอีกด้วยทั้งส่วน
จริงและส่วนจนิตภาพ ดังรูปที่ 
 

 
รูปที่ 4.2 การกระจายความหนาแน่นความน่าจะเป็นของตัวดําเนินการ sα  มีค่าที่ยอมรบัได้สําหรับค่า

สังเกตต่างๆ 
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เมื่อนําการวิวัฒน์ของตัวดําเนินการส่วนจริงและส่วนจินตภาพมาเปรียบเทียบกันจะได้ผลดังรูปที ่
 

 
รูปที่ 4.3 เส้นวิถีของสถานะตัวดําเนินการสถานะสัญญาณโฟตอน sα ทั้งส่วนจริงและสว่นจินตภาพ ที่

สอดคล้องกับสมการ (224) 
 
ผลเฉลยจากสมการ (224) ยังสอดคล้องกับอสมการของเบลล์ ดังรูปที่ 4.4 

 

 
รูปที่ 4.4 ความแปรปรวนร่วม infV  ของการวิวัฒน์สถานะของสัญญาณ sα  มคี่าน้อยกว่าหน่ึงซึ่งความ

สอดคล้องกับอสมการของเบลล์ 
 

การวัดกําลังของพัลส์ลําแสงโมดสัญญาณและพัลส์ลําแสงโมดนิ่งเฉย ณ เวลาต่างๆ ของโฟตอน
คู่เก่ียวพันกัน ได้ผลดังรูปที่ 
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รูปที่ 4.5 การข้ึนกับเวลาการวัดสัญญาณรบกวนของพัลส์ที่แหย่เข้าไปเพ่ือเป็นตัวตรวจสอบ โดย
เส้นกราฟเส้นกลาง คือ พัลส์อ้างอิง ส่วนบนและเสน้ล่างเป็นของพัลส์โมดสญัญาณและโมดน่ิงเฉย
ตามลําดับ 
 

 
รูปที่ 4.6 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง ( )V Ω  และ Ω  ตามสมการ (233) โดยที่ 2 0.001g =  , 

0.03κ =   
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บทท่ี 5 
สรุปผล อภิปรายและข้อเสนอแนะ 

 

5.1 สรปุผล 

ได้วิเคราะห์การแผ่ของคลื่นสถานะโฟตอนในสถานะบีบอัดภายในวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าโดย
ใช้กระบวนการสโตแคสติก โดยได้วิเคราะห์หาเวลาที่สถานะยังสามารถดํารงอยู่ในระหว่างการมีอันตร
กิริยากับแหล่งความร้อนภายใต้สมดุลความร้อน พบว่าสถานะของโฟตอนที่ได้มีความเหมาะสมจึงควร
นําวงแหวนสั่นพ้องดังกล่าว ที่จะนําไปประยุกต์ใช้เพ่ือผลิตเป็นช้ินส่วนของวงจรในหน่วยประมวลผล
ควอนตัมคอมพิวเตอร์ได้ 

5.2 ข้อเสนอแนะ 

ในงานวิจัยคร้ังต่อไปควรออกแบบแฮมิลโตเนียนของระบบที่ซับซ้อนมากกว่าน้ี และการ
ออกแบบวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า ควรสเกลมาตราให้เล็กลงระดับของท่อนําคลื่นนาโน เพ่ือประสิทธิภาพ
การประมวลผลท่ีละเอียดแม่นยําและมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



40 
 

บรรณานุกรม 
1. P.D. Drummond and Z. Ficek, Quantum Squeezing, Springer, Berlin, 2004. 

2. Xiao, Min, Jiang, Dong, and Yang. Coupling Whispering-Gallery-Mode Microcavities with 
Modal Coupling Mechanism, 2008, IEEE Journal of Quantum Electronics, Vol. 44. Issue 
11, p. 1065. 

3. Ashkin, Acceleration and Trapping of Particles by Radiation Pressure, 1970, Phys. Rev. 
Lett. Vol. 24, p. 156.  

4. S. Chu, J. E. Bjorkholm, A. Ashkin, and A. Cable, Experimental Observation of Optically 
Trapped Atoms, 1986, Phys. Rev. Lett. Vol. 57, p. 314.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



41 
 

ประวัติผู้วิจัย 
 

ดร.ชัชวาล  ศรีภักดี  สําเร็จการศึกษาระดับปริญญาตรีจากวิทยาลัยครูนครราชสีมา วุฒิ
การศึกษา ค.บ. (ฟิสิกส์) พ.ศ. 2536 สําเร็จการศึกษาระดับปริญญาโทจากจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย  วุฒิ
การศึกษา วท.ม. (ฟิสิกส์) พ.ศ. 2542 และสําเร็จการศึกษาระดับปริญญาเอกจากสถาบันเทคโนโลยีพระ
จอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง วุฒิการศึกษา ปร.ด (ฟิสิกส์ประยุกต์) พ.ศ. 2550 ปัจจุบันรับราชการ
ตําแหน่งอาจารย์ สังกัด กลุ่มวิชาฟิสิกส ์ สาขาวิชาวิทยาศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลพระนคร ดร.ชัชวาล ศรีภักดี มีความสนใจในหัวขอ้การวิจัยทางด้าน
ฟิสิกส์เกี่ยวกับ สารสนเทศเชิงควอนตัม ทัศนศาสตร์เชิงควอนตัม การจําลองสถานการณ์ โดยมี
ผลงานวิจัยได้รับการตีพิมพ์ระดับนานาชาติมากกว่า 9 เร่ือง 
 


	ปก

	บทคัดย่อ
	Abstract
	กิตติกรรมประกาศ
	สารบัญ
	บัญชีภาพประกอบ
	บทที่ 1 บทนำ
	1.1 ความสำคัญและที่มาของปัญหาที่ทำการวิจัย
	1.2 วัตถุประสงค์ของโครงการวิจัย
	1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย
	1.4 ทฤษฎี สมมุติฐานและกรอบแนวความคิดของโครงการวิจัย
	1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ
	1.6 แผนการถ่ายทอดเทคโนโลยีหรือผลการวิจัยสู่กลุ่มเป้าหมาย

	บทที่ 2 เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง
	2.1 บทนำ
	2.2 ทฤษฎีควอนตัมของแสงเบื้องต้น
	2.3 วงแหวนสั่นพ้องแพนด้า
	2.4 กระบวนการสโตแคสติก
	2.4.1 มโนทัศน์เกี่ยวกับความน่าจะเป็น
	2.4.2 กระบวนการสโตแคสติก (Stochastic Process)

	2.5 สมการแชปแมน-โคลโมโกรอฝ(Chapman-Kolmogorov Equation)
	2.6 สมการฟอกเกอร์-แพลงค์
	2.6.1 กระบวนการของไวเนอร์
	2.6.2 คุณสมบัติทั่วไปของสมการฟอกเกอร์-แพลงค์

	2.7 สมการเชิงอนุพันธ์สโตแคสติก
	2.8 แคลคูลัสของอิโตะและสตราโตโนวิช
	2.9 สูตรของอิโตะ

	บทที่ 3 วิธีการดำเนินการวิจัย
	3.1 การสร้างสถานะสุญญากาศบีบอัด
	3.1.1 สถานะบีบอัด
	3.1.2 ทฤษฎีสนามไฟฟ้าแบบโมดเดียว
	3.1.3 สถานะสุญญากาศแบบโมดเดียว
	3.1.4 สถานะบีบอัดแบบโมดเดียว
	3.1.5 ทฤษฎีสนามไฟฟ้าแบบสองโมด
	3.1.6 สถานะบีบอัดแบบสองโมด

	3.2 พลศาสตร์ของสนามไฟฟ้าในท่อวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า
	3.3 การประยุกต์วิธีโฮโมดายแบบสมดุลกับการสั่นแกว่งเฉพาะที่โมโนโครมาติก
	3.4 การเหลื่อมทับกันเชิงปริภูมิของลำแสงสัญญาณกับตัวสั่นเฉพาะที่
	3.5 การสร้างสถานะสุญญากาศบีบอัดด้วยวิธีเรโซแนนท์
	3.5.1 โครงสร้างการแผ่ของคลื่นในตัวกลางไม่เชิงเส้น
	3.5.2 การผลิตฮาร์มอนิกเชิงแสงลำดับที่ 2
	3.5.3 การเทียบเฟสเสมือน
	3.5.4 เงื่อนไขที่ดีที่สุดในการโฟกัสลำแสงลงใส่ผลึกที่ไม่เป็นเชิงเส้น

	3.6. แฮมิลโตเนียนของระบบ
	3.7 สหสัมพันธ์การบีบอัดภายนอก

	บทที่ 4 ผลการวิเคราะห์ข้อมูล
	4.1 ผลการวิเคราะห์สมการเชิงตัวเลข

	บทที่ 5 สรุปผล อภิปรายและข้อเสนอแนะ
	5.1 สรุปผล
	5.2 ข้อเสนอแนะ

	บรรณานุกรม
	ประวัติผู้วิจัย



