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บทคัดย่อ 
 
 คอนดัคเตอร์ของออร์เดอร์ในสนามใดๆหมายถึงไอดีลที่ใหญ่ที่สุดในริงของจํานวนเต็มที่อยู่
ภายในออร์เดอร์น้ัน สําหรับงานวิจัยน้ี เราจะศึกษาคอนดัคเตอร์ไอดีลของออรฺเดอร์ใดๆในสนามจํานวน
ดีกรีสี่ บอกคุณลักษณะของคอนดัคเตอร์ในสนามจํานวนดีกรีสี่น้ันสําหรับจํานวนเฉพาะท่ีไม่แตกก่ิงและ
ศึกษาสมบัติต่างๆท่ีเกี่ยวข้อง 

คําสําคญั :  ออร์เดอร์/ คอนดัคเตอร์ไอดีล/ จํานวนเฉพาะที่ไม่แตกก่ิง 
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Abstract 

The conductor of an order is the largest ideal of the ring of integers of a field 
which is contained in the order. In this paper we characterize conductors in quartic 
number fields whose norm is a power of unramified prime.  
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บทที่ 1 บทนํา  
 
ความสําคัญและที่มาของปัญหาที่ทําการวิจัย 
 

Furtwängler [1] ได้ศึกษาคุณสมบัติของไอดีลในวงของจํานวนเต็ม  (ring of integers) ใน
สนามจํานวน (Number field) ซึ่ง Furtwängler สามารถบอกได้ว่าแต่ละไอดีลใดบ้างในในวงของ
จํานวนเต็มในสนามจํานวนที่จะเป็นคอนดัคเตอร์ 

ในสนามจํานวนดีกรีสอง (Quadratic number field) คอนดัคเตอร์จะมีคุณลักษณะเป็น aZ  
เมื่อ a  เป็นจํานวนเต็มใดๆ และ Z  เป็นเซตของจํานวนเต็ม 

ในสนามจํานวนดีกรีสาม (Cubic number field) C. Prabpayak [3] ได้ศึกษาคุณลักษณะของ
ไอดีลของวงของจํานวนเต็มที่เป็นคอนดัคเตอร์ 

เน่ืองจากยังไม่มีนักคณิตศาสตร์ท่านใดศึกษาคอนดัคเตอร์ในสนามจํานวนดีกรีสี่ (Quartic 
number field) สําหรับโครงการวิจัยน้ีเราจะศึกษาและบอกคุณลักษณะของไอดีลของวงของจํานวนเต็ม
ในสนามจํานวนดีกรีสี่ที่สามารถเป็นคอนดัคเตอร์สําหรับจํานวนเฉพาะไม่แตกก่ิง 
 
วัตถุประสงค์ของโครงการวิจัย 

บอกคุณลักษณะของไอดีลของวงของจํานวนเต็มในสนามจํานวนดีกรีสี่ที่สามารถเป็นคอนดัค
เตอร์สําหรับจํานวนเฉพาะไม่แตกก่ิง 
 
ขอบเขตของโครงการวิจัย 

ศึกษาและทดสอบไอดีลของวงของจํานวนเต็มในสนามจํานวนดีกรีสี่ที่สามารถเป็นคอนดัคเตอร์
สําหรับจํานวนเฉพาะไม่แตกก่ิง 
 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ เช่น ด้านวิชาการ ด้านนโยบาย ด้านเศรษฐกิจ/พาณิชย์ ด้านสังคม
และชุมชน รวมถึงการเผยแพร่ในวารสาร จดสิทธิบัตร ฯลฯ และหน่วยงานที่นําผลการวิจัยไปใช้
ประโยชน์ 

1. สร้างทฤษฎีใหม่ทางด้านทฤษฎีจํานวน 
2. สามารถนําทฤษฎีที่ได้ไปแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ 
3. เกิดองค์ความรู้ใหม่สามารถนําไปประยุกต์ใช้กับวิทยาศาสตร์สาขาอ่ืนๆ 

 
 
   



 

 

 บทที่ 2 ทฤษฎี งานวิจัยท่ีเก่ียวข้องและระเบียบวิธีการวิจัย 
 
แนวคิดและทฤษฎีที่เก่ียวข้อง 
 

ให้ KO  เป็นวงของจํานวนเต็ม (ring of integers) ของสนามจํานวน (number field) K ให้ 
O  เป็นวงย่อย (subring) ของ KO  ที่บรรจุ Q -basis ของสนาม K เราจะเรียก O  ว่า ออเดอร์ 
(order) ใน KO  

สําหรับออเดอร์ O  ใดๆ ใน KO  จะเรียกเซต x|Kx{f  KO }O  ว่า คอนดัคเตอร์ 
(conductor) ของ O  ดังน้ันจะได้ว่า คอนดัคเตอร์ f ของ  คือ ไอดีล (ideal) ของ O  และยงัเป็นไอดีล
ของ KO  เรายังสามารถพิสูจน์ได้ว่า f เป็นไอดีลที่ใหญ่ที่สุด (maximal ideal) ใน O  นอกจากน้ัน  คือ 
ออเดอร์ที่เล็กที่สุดที่บรรจุ f ใน KO  
 
ทฤษฏีบทที่ 1  ให้ K  เป็นสนามจํานวนพีชคณิต (algebraic number field) KO  เป็นวงของจํานวน
เต็มของสนาม K  และให ้ f  เป็นไอดีลของ KO  โดยที่ n21 ffff   โดยที่ if  คือไอดีลใน KO  และมี
ค่านอร์ม (norm) เป็น ir

ii p)f(N   เมื่อ ir  เป็นจํานวนเต็มบวก ip  เป็นจํานวนเฉพาะที่ต่างกัน ดังน้ัน 
จะมีออเดอร์ใน K ที่มี f เป็นคอนดัคเตอร์ ก็ต่อเมื่อ สําหรับทุกจํานวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ni1  จะมีออ
เดอร์ iO  ใน K ที่มี if เป็นคอนดัคเตอร์ 

 
ทฤษฏีบทที่ 2  ให้ K  เป็นสนามจํานวนพีชคณิต  KO  เป็นวงของจํานวนเต็มของสนาม K  และ p เป็น
จํานวนเฉพาะซ่ึง 

   g1 e
g

e
1K PPpO)p(   

iP  เป็นไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ใน KO โดยที่แต่ละ iP  มีค่านอร์มเป็น ih
i p)P(N   

กําหนดให้ k เป็นจํานวนเต็มบวก จะได้ว่า k
iP  เป็นคอนดัคเตอร์ ก็ต่อเมื่อ 2hi  หรือ k  )e(mod1 i  

 
ทฤษฏีบทที่ 3  ให้ K  เป็นสนามจํานวนพีชคณิต  KO  เป็นวงของจํานวนเต็มของสนาม K  และ p เป็น
จํานวนเฉพาะซ่ึง 

   g1 e
g

e
1K PPpO)p(   

iP  เป็นไอดีลเฉพาะ (prime ideal) ใน KO โดยที่แต่ละ iP  มีค่านอร์มเป็น ih
i p)P(N   

กําหนดให้ ik เป็นจํานวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และให้ 
        g1 k

g
k

1 PPf   
 จะได้ว่า f  เป็นคอนดัคเตอร์ของบางออเดอร์ในสนาม K  ก็ต่อเมื่อ สมมติฐานต่อไปนี้เป็นจริงสําหรับ

ทุกค่า gi1  : ถ้า 1hi   และ )e(mod1k ii   แล้วจะมีบาง }i{\}g,,1{j   ซึ่ง j
i

i
j e

e

1k
k


  

 



บทที่ 3  ผลของการทดลอง 
 
 ต่อไปน้ีจะให้ K  แทนสนามจํานวนดีกรี 4 และ p  เป็นจํานวนเฉพาะ ในที่น้ีเราจะพิจารณา
เฉพาะกรณี p  เป็นจํานวนเฉพาะท่ีไม่แตกก่ิง และจะใช้สัญญลักษณ์ต่างๆเช่นเดียวกันในทฤษฏีบทที่ 3  
จากทฤษฏีบทที่ 1 ทฤษฏีบทที่ 2 และทฤษฏีบทที่ 3  เราจะเห็นว่าการบอกคุณลักษณะของคอนดัคเตอร์
ไอดีล f  น้ันขึ้นอยู่กับการที่ไอดีล )p(  แยกตัวออกเป็นไอดีลเฉพาะใน KO  ดังน้ันจึงเพียงพอที่จะ
พิจารณาไอดีล f  ที่มีนอร์มเท่ากับจํานวนเฉพาะยกกําลังด้วยบางจํานวนเต็ม และเราสามารถแยก
พิจารณาการแยกตัวของไอดีล )p(  ออกเป็น 5 กรณีด้วยกันดังน้ี 
 
กรณีที่ 1 :  )p(  ยังคงสภาพการเป็นไอดีลเฉพาะ 
 ดังน้ันจะได้ว่า 1e1   และ 1h1   จากทฤษฏีบทที่ 2 จสรุปได้ว่า k)p(f   เป็นคอนดัคเตอร์ 
  ไอดีสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก k  
 
กรณีที่ 2 :  21PP)p(   โดยที่ 1e1  , 2h1   และ 1e2  , 2h2  21 k

2
k

1 PPf   
 สังเกตุว่า 2hi   ทุกค่า 2,1i   จากทฤษฏีบทที่ 3  จะได้ว่า 21 k

2
k

1 PPf   เป็นคอนดัคเตอร์ 
  ไอดีสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก 1k  และ 2k  
 
กรณีที่ 3 :  21PP)p(   โดยที่ 1e1  , 1h1   และ 1e2  , 3h2   
 กําหนดให้ 21 k

2
k

1 PPf   โดยที่ 1k  และ 2k  เป็นจํานวนเต็มบวก จะใช้ทฤษฏีบทที่ 3  เพ่ือ 
  หาเง่ือนไขสําหรับ 1k  และ 2k  

1. เง่ือนไขสําหรับ 1k  :  เน่ืองจาก 1e1   เราจะได้ว่า 11 emod1k   สําหรับทุกค่า 1k  

จากทฤษฏีบทที่ 3  f  จะเป็นคอนดัคเตอร์ไอดีล ก็ต่อเมื่อ 1ke
e

1k
k 12

1

1
2 


  

น้ันหมาย ถึ ง  12 kk   ฉะ น้ันจะมีบาง จํ านวนเ ต็ม  0Nm  ที่ ทํ า ใ ห้   ดั ง น้ัน 
m
2

k
21

k
2

k
1 P)PP(PPf 121   

2. เง่ือนไขสําหรับ 2k  :  เน่ืองจาก 2h  เป็นจํานวนเต็มที่มีค่ามากกว่า 2 ดังน้ันจะไม่มี
ข้อจํากัดสําหรับ 2k  

 ดังน้ันได้ข้อสรุปสําหรับกรณีน้ีว่า f  จะเป็นคอนดัคเตอร์ไอดีล ก็ต่อเมื่อ m
2

k P)p(f   สําหรับ 
  ทุกจํานวนเต็ม Nk  และ 0Nm  
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กรณีที่ 4 :  321 PPP)p(    
 สมมติว่า 1e1  , 1h1   และ 1e2  , 1h2   และ 1e3  , 2h3   
  กําหนดให้ 321 k

3
k
2

k
1 PPPf   โดยที่ 1k , 2k  และ 3k  เป็นจํานวนเต็มบวก สังเกตุว่า  

  321 P,P,P  สามารถสลับตําแหน่งกันได้ ดังน้ันเราจะกําหนดให้ 21 kk   ต่อไปเราจะใช้ทฤษฏี 
  บทที่ 3  เพ่ือหาเง่ือนไขสําหรับ 1k , 2k  และ 3k   

1. เง่ือนไขสําหรับ 1k  :  เน่ืองจาก 1h1   เราจะได้ว่า 11 emod1k   สําหรับทุกค่า 1k  
เพราะว่า 1e1   ดังน้ัน 12 kk   หรือ 13 kk   กรณีใดกรณีหน่ึงจะต้องเกิดขึ้น แต่
จากสมมติฐาน เราสามารถสรุปได้ว่าไม่มีเง่ือนไขข้อจํากัดสําหรับ 1k  

2. เง่ือนไขสําหรับ 2k  :  เน่ืองจาก 1e2   และ 1h2   จะได้ว่า 22 emod1k   สําหรับ
ทุกค่า 2k  ดังน้ัน 21 kk   หรือ 23 kk   กรณีใดกรณีหน่ึงจะต้องเกิดขึ้น จาก
สมมติฐานที่ว่า 21 kk   จะเห็นว่า 21 kk   หรือ 321 kkk   กรณีใดกรณีหน่ึง
จะต้องเกิดขึ้น 

3. เง่ือนไขสําหรับ 3k  :  เน่ืองจาก 2h3   ดังน้ันจะไม่มีเง่ือนไขข้อจํากัดสําหรับ 3k  
 รวมเง่ือนไขของ 1k , 2k  และ 3k  ที่ได้เข้าด้วยกัน เราได้เห็นว่า 321 k

3
k
2

k
1 PPPf   เป็น 

  คอนดัคเตอร์ได้ตามกรณีย่อยเหล่าน้ี 
  กรณีย่อยที่ 1 :  21 kk   และ 32 kk   

  จะได้ 13113111321 kk
3

kkk
3

k
3

k
2

k
1

k
3

k
2

k
1 P)p(PPPPPPPf  






  

  กรณีย่อยที่ 2 :  21 kk   และ 32 kk   

  จะได้ 32332333321 kk
32

kkk
32

k
3

k
2

k
1

k
3

k
2

k
1 )PP()p()PP(PPPPPPf  






  

  กรณีย่อยที่ 3 :  321 kkk   

  จะได้ 131211312111321 kk
3

kk
2

kkk
3

kk
2

k
3

k
2

k
1

k
3

k
2

k
1 PP)p(PPPPPPPPf  






  

 ดังน้ันสําหรับกรณีน้ีเราจะสรุปได้ว่า f  เป็นคอนดัคเตอร์ ก็ต่อเมื่อ f  อยู่ในรูปแบบของ  
  m

3
k P)p(  หรือ m

32
k )PP()p(  หรือ n

3
m
2

k PP)p(  
 
กรณีที่ 5 :  4321 PPPP)p(    
 น่ันแสดงว่า  1e1  , 1h1  , 1e2  , 1h2  , 1e3  , 1h3   และ 1e4  , 1h4   
 กําหนดให้ 4321 k

4
k
3

k
2

k
1 PPPPf   โดยที่ 1k , 2k , 3k  และ 4k  เป็นจํานวนเต็มบวก 

 สมมติว่า 4321 kkkk   
 สําหรับแต่ละ iP  เมื่อ 4,3,2,1i   เรามี 1he ii   และ ii emod1k   เราจะใช้ทฤษฏี 
  บทที่ 3  เพ่ือหาเง่ือนไขสําหรับ 1k , 2k , 3k  และ 4k  จากสมมติฐานที่กําหนดไว้เราจะ 
  เลือก 4j   และ i4 kk   



 5 

 ถ้า 1h4   และ 44 emod1k   แล้วจะได้ว่า 41 kk   หรือ 42 kk   หรือ 43 kk    เราจะ 
  เลือกเง่ือนไขที่อ่อนที่สุด น่ันคือ 43 kk   ดังน้ัน 43 kk   
  เมื่อเรามองข้ามการจัดลําดับตามสมมติฐาน เราสามารถกล่าวได้ว่า 4321 k

4
k
3

k
2

k
1 PPPPf    

  เป็นคอนดัคเตอร์ไอดีลก็ต่อเมื่อค่าที่มากที่สุดของเลขยกกําลัง ik  ทั้งสี่ตัวปรากฎสองครั้ง 
 
 เราจะสรุปการบอกคุณลักษณะของคอนดัคเตอร์ไอดีล f  ในสนามจํานวนดีกรีสี่ ในกรณีที่ p  
เป็นจํานวนเฉพาะไม่แตกก่ิงได้ดังตารางต่อไปน้ี 
 

การแตกตัวของ p  ลักษณะของคอนดัคเตอร์ไอดีล 
)p(  ยังคงสภาพการเป็นไอดีลเฉพาะ k)p(f   เมื่อ Nk  

21PP)p(   ( 1e1  , 2h1  , 1e2  , 2h2  ) 21 k
2

k
1 PPf   เมื่อ Nk,k 21   

21PP)p(   ( 1e1  , 1h1  , 1e2  , 3h2  ) m
2

k P)p(f   เมื่อ Nk  และ 0Nm  

321 PPP)p(   m
3

k P)p(f    เมื่อ Nk  และ 0Nm  
 m

32
k )PP()p(f   เมื่อ Nm,k    

 n
3

m
2

k PP)p(f   เมื่อ Nn,m,k   และ nm   

4321 PPPP)p(  4321 k
4

k
3

k
2

k
1 PPPPf   เมื่อ Nk,k,k,k 4321   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 4  สรุปผลและข้อเสนอแนะของการทดลอง 
 
สรุปผลการทดลอง 
 
 จากผลการทดลองเราสามารถสรุปคุณลักษณะของคอนดัคเตอร์ไอดีล f  ในสนามจํานวนดีกรีสี่ 
ได้ดังตารางต่อไปนี้ (โดยรวมผลท่ีได้ใน [5] ด้วย) 

การแตกตัวของ p  ลักษณะของคอนดัคเตอร์ไอดีล 
)p(  ยังคงสภาพการเป็นไอดีลเฉพาะ k)p(f   เมื่อ Nk  

2P)p(   k)p(f   เมื่อ Nk  
4P)p(   k)p(f   เมื่อ Nk  

 2k P)p(f   เมื่อ 0Nk  
 3k P)p(f   เมื่อ 0Nk  

21PP)p(   ( 1e1  , 2h1  , 1e2  , 2h2  ) 21 k
2

k
1 PPf   เมื่อ Nk,k 21   

21PP)p(   ( 1e1  , 1h1  , 1e2  , 3h2  ) m
2

k P)p(f   เมื่อ Nk  และ 0Nm  

2
2

1 PP)p(   m2
1

k P)p(f   เมื่อ Nm,k    
 m

2
k P)p(f   เมื่อ Nk  และ 0Nm  

 m
21

k PP)p(f   เมื่อ 0Nk  และ Nm  

2
3

1 PP)p(   2
m

1
k PP)p(f   เมื่อ 3mod1,0m,2m,Nk 0   

 21
k PP)p(f   เมื่อ 0Nk  

2
2

2
1 PP)p(   m2

2
k P)p(f   เมื่อ Nk  และ 0Nm  

 m2
21

k PP)p(f   เมื่อ Nm,k   
 21

k PP)p(f   เมื่อ 0Nk  

321 PPP)p(   m
3

k P)p(f    เมื่อ Nk  และ 0Nm  
 m

32
k )PP()p(f   เมื่อ Nm,k    

 n
3

m
2

k PP)p(f   เมื่อ Nn,m,k   และ nm   

32
2

1 PPP)p(   n
3

m
1

k PP)p(f  , Nk , 0Nn,m  , m|2,n2m   
 m

1
k P)p(f    เมื่อ Nk  และ m|2,Nm 0  

 m
1

k P)p(f    เมื่อ Nk  และ },5,3,1{m   

4321 PPPP)p(  4321 k
4

k
3

k
2

k
1 PPPPf   เมื่อ Nk,k,k,k 4321   
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